CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 3— Traccia A
9 gennaio 2013

Matricola

Cognome

Nome

Esercizio A.1 Trasformare la sequente formula del primo ordine in forma normale prenessa.

(FeP(x) V IzQ(z)) — (Vedy(=P(z) vV =Q(y))) -

(JxP(x) v

(FzP(z) vV Q(z)) = (Vody(—P(z) V -Q(y))) =

(FzP(z) vV Q(z)) — (V2Fy(=P(2) V -Q(y))) =

—(FzP(z) vV Q(x)) V (Vz3y(—P(2) V -Q(y))) =

(Vo—P(z) A =Q(x)) V (Vz3y(—P(2) V ~Q(y))) =

VaVz(—P(x) A =Q(x)) vV (Fy(—P(2) V —Q(y))) =
)

~Q(x)) v ~P(z) vV -Q(y) -



Esercizio A.2 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula é una tauto-
logia del primo ordine.

(P (z) v 3xQ(z)) = (VaTy(—P(x) V =Q(y))) -

F(BzP(z) v 32Q(z)) — (Yady(=P(z) vV =Q(y))))*
V(3 (P(z) v Q(x)))*
F((Vady(=P(z) vV =Q(y))))*
V(P(c) v Q(c))

|
FEy(=P(d) vV -Q(y)))

F(=P(d))* F(=P(d))"
F(=Q(c))" F(=Q(c))*
V(P(d)) V(P(d))
V(Q(0)) V(Q(0))

F(=P(d))" F(=P(d))*
F(-Q(d))" F(-Q(d))"
V(P(d)) V(P(d))
V(Q(d)) V(Q(d))

Non ¢ una tautologia perché non si chiudono tutti i rami.



Esercizio A.3 Per ogni intero positivo n € N si denoti con h(n) ’esponente della massima potenza
di 2 che divide n; sia cioéen = Qh(”)tn con t, dispari.

i) Si dimostri che la relazione R* definita da:
nR*m : <= h(n) =h(m) e t, <tn

e una relazione d’ordine in N.

it) Si stabilisca se linsieme ordinato (N, R*) é ben ordinato e se é totalmente ordinato, se esistono
minimo, massimo, elementi minimali e massimali.

iii) Considerati i sequenti sottoinsiemi di N: A = {1,3,5,7} e B = {2,4,6,8,12,24} si disegnino i
diagrammi di Hasse degli insiemi ordinati (A, R*) e (B, R*) e si stabilisca se sono reticoli.

ii) I'insieme ordinato (N, R*) non ¢ totalmente ordinato (ad esempio 2 e 4 non sono confrontabili) e
quindi neanche ben ordinato. Non esiste minimo ma infiniti elementi minimali: tutte le potenze di
2. Non esistono elementi massimali e quindi neanche massimo. iii) (A, R*) & un reticolo perche &
totalmente ordinato, (B, R*) non & un reticolo ad esempio non esiste sup{2,4}.



Esercizio A.4 Si consideri l'insieme Z /157 degli interi modulo 15 strutturato con le usuali operazioni
di addizione e moltiplicazione.

i) Quali sono gli elementi invertibili, cioé simmetrizzabili rispetto alla moltiplicazione?

ii) Si determinino 'opposto di [7)15 e Uopposto di [3|15 e si dica che tipo di struttura algebrica é
(ZJ15Z,+).

iti) Si risolva equazione congruenziale Tx = 3(modl5).

i) modulo 15 sono invertibili 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 e 14; ii) modulo 15 si ha che -7=8 e -3=12, la struttura
considerata ¢ un gruppo abeliano. ii) L’insieme delle soluzioni dell’equazione congruenziale & [9]15



Esercizio A.5 Si considerino i punti A, B, C, D dello spazio aventi, in un fissato riferimento affine,
coordinate (1,—3,5), (0,—6,17), (2,0,-7), (1,1,1) rispettivamente.

i) Si scrivano le equazioni parametriche delle rette AB e CD.

i1) Si stabilisca se le rette AB e C'D sono parallele, sghembe o incidenti determinando, in quest’ultimo

caso, le coordinate del punto di intersezione.

i) La retta AB ha equazioni x=1-t, y=-3-3t, z=5+12t; la retta CD ha equazioni x=2-t, y=t, z=-7+8t.
ii) Le due rette sono incidenti e il punto comune alle due rette ¢ C.



Esercizio A.6

i) Si determinino il polinomio caratteristico, gli autovalori ed i relativi autovettori della matrice

1 3 5
A=1 0 0 -2
0 -2 0

it) Considerato il sottoinsieme X = {(-2,1,3),(0,—4,0),(0,0,5),(0,—1,—2)} dello spazio vettoriale
R3 su R, si stabilisca se X é un sistema di generatori di R? e se é una base.

)pa(N) = (A2 — 4)(1 — \); autovalori: 1,2, —2; autovettori relativi a 1: (z,0,0) con 0 # x € R,
autovettori relativi a 2: (—2y,y, —y) con 0 # y € R, autovettori relativi a —2: (%82, z,z) con 0 # z €
R. ii) X & un sistema di generatori ma non una base.



CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 3— Traccia B
9 gennaio 2013

Nome Cognome Matricola

Esercizio B.1 Trasformare la sequente formula del primo ordine in forma normale prenessa.

JzQ(z) < (Vx—P(x) AVx-Q(x)) .

JzQ(z) <> (Vax(—P(x) AN xz—Q(x))) =
(m32Q(z) V (Va~P(x) AVe=Q(x))) A (~(Va=P(z) AVe-Q(z)) V FzQ(x)) =
(Vz=Q(z) V Vo (~P(x) A =Q(x))) A ~(Va(-P(z) A -Q(z)) v FzQ(x)) =
(Vz=Q(z) VVy(=P(y) A =Q(y))) A (Fz(P(z) v Q(z)) v IzQ(x)) =

(Ve=Q(z) VVy(=P(y) A =Q(y))) A (Fz(P(z) V Qz) V Q(z)) =
Vavy(-Q(x) V (=P(y) A =Q(y))) A (F2(P(2) V Q(2) V Q(2)) =
Vavy3z(=Q(z) V (=P (y) A ~Q(y))) A ((P(2) V Q(2) V Q(2))



Esercizio B.2 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula é una tauto-
logia del primo ordine.

(Va3yP(z) vV Q(z)) = (Vz(P(z) v Q(2))) -

F((Vz3yP(z) v Q(z)) = (Va(P(z) v Q(x))))"
|
V((V23yP(z) vV Q(x)))
|
F((vz(P(z) vV Q(x)))*

Non e una tautologia perché non si chiudono tutti i rami.



Esercizio B.3 Per ogni intero positivo n € N si denoti con h(n) Uesponente della massima potenza
di 3 che divide n; sia cioéen = 3h(”)tn con tp, ¢ 3N.

i) Si dimostri che la relazione R* definita da:
nR*m : <= h(n) =h(m) e t, <t

e una relazione d’ordine in N.

it) Si stabilisca se linsieme ordinato (N, R*) é ben ordinato e se é totalmente ordinato, se esistono
minimo, massimo, elementi minimali e massimali.

iii) Considerati i sequenti sottoinsiemi di N: A = {1,2,5,7} e B = {3,9,15,27,45,135} si disegnino
i diagrammi di Hasse degli insiemi ordinati (A, R*) e (B, R*) e si stabilisca se sono reticoli.

ii) l'insieme ordinato (N,R*) non ¢ totalmente ordinato (ad esempio 3 e 9 non sono confrontabili) e
quindi neanche ben ordinato. Non esiste minimo ma infiniti elementi minimali: tutte le potenze di
3. Non esistono elementi massimali e quindi neanche massimo. iii) (A, R*) & un reticolo perche &
totalmente ordinato, (B, R*) non & un reticolo ad esempio non esiste sup{3,9}.



Esercizio B.4 Si consideri l'insieme 7./217 degli interi modulo 21 strutturato con le usuali operazioni
di addizione e moltiplicazione.

i) Quali sono gli elementi invertibili, cioé simmetrizzabili rispetto alla moltiplicazione?

ii) Si determinino l’opposto di [13]21 e l'opposto di [T]21 e si dica che tipo di struttura algebrica é
(Z)21Z,+).

iii) Si risolva 'equazione congruenziale 11x = 2(mod21).
i) modulo 21 sono invertibili 1, 2, 4, 5, 8,10, 11, 13, 16,17,19,20; ii) modulo 15 si ha che -13=8 e -7=14,

la struttura considerata ¢ un gruppo abeliano. ii) L’insieme delle soluzioni dell’equazione congruenziale
e [4]21

10



Esercizio B.5 Si considerino i punti A, B, C', D dello spazio aventi, in un fissato riferimento affine,
coordinate (—4,2,0), (1,2,-1), (=9,2,1), (3, —5,1) rispettivamente.

i) Si scrivano le equazioni parametriche delle rette AB e CD.

i1) Si stabilisca se le rette AB e C'D sono parallele, sghembe o incidenti determinando, in quest’ultimo

caso, le coordinate del punto di intersezione.

i) La retta AB ha equazioni x=-4+5t, y=2, z=-t; la retta CD ha equazioni x=-9+12t, y=2-Tt, z=1.
ii) Le due rette sono incidenti e il punto comune alle due rette ¢ C.
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Esercizio B.6

i) Si determinino il polinomio caratteristico, gli autovalori ed i relativi autovettori della matrice

-2 1 3
A= 0 0 -3
0 -3 0

ii) Considerato il sottoinsieme X = {(—1,0,3),(0,0,1),(=2,5,1),(1,1,1)} dello spazio vettoriale R>
su R, si stabilisca se X & un sistema di generatori di R? e se & una base.

Dpa(N) = (A2 — 9)(—=2 — \); autovalori: —2,3, —3; autovettori relativi a —2: (2,0,0) con 0 # x € R,

autovettori relativi a 3: (%z, —z,z) con 0 # z € R, autovettori relativi a —3: (—4y,y,y) con 0 # y € R.
ii) X & un sistema di generatori ma non una base.
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