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2. Teorema (forte) della dualita

Data una coppia di problemi primale duale, (P) e (D), se uno dei
due problemi ammette una soluzione ottima finita, allora anche
I'altro problema ammette una soluzione ottima finita ed i valori
ottimi delle funzioni obiettivo coincidono, i.e.

T * T *
cx =bw




(P) min ¢ x (D) max b w

Ax=D> A'wsc

x=0 w n.v.

Dim.: Sia x" la soluzione ottima del primale e sia
B la base ad esso associata.
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Sia w’=cz'Ag", vogliamo dimostrare che questo
vettore e una soluzione ammissibile ed ottima per (D).




(P) min ¢’ x (D) max b w
Ax=b Awsc
x=0 w N

« Ammissibilita (W' = cg"Agz7):

To* # I T T /-1 T
Aws=<sc & wAdsc = c, A A=c

414,14, 1Hch ek =leh Tendia, e el |-

-le)-cl b4 4, ~cl [l 4 4, - <O

B




Poiché ¢, A4;'4, -c, <0" & la condizione di ottimalita
per (P) (problema di minimizzazione), € verificata
I ammissibilita.
 Ottimalita:
Il valore della funzione obiettivo duale in w'’ é:
Th=r TA -1Th =~ Ty* = ATy*
w'b=cg'Ag’hb =cg'Xg=C'X

Dal Corollario 1 del teorema della dualita debole
sappiamo che, essendo ¢’x=w'’b, anche w’ &
ottima. ]




Dal teorema della dualita forte ricaviamo che, data la

pase ottima B del primale, € possibile calcolare

velocemente la soluzione ottima del duale (D) tramite

’ - - w'T =T A -1
I'equazione: w' =c'gAg




Riassumendo

Se (P) e illimitato => (D) non € ammissibile

(P) ha soluzione ottima finita < (D) ha soluzione ottima finita

Se (P) inammissibile => (D) illimitato o inammissibile
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T * r *
cx =bw

I ammissibilita per (P) I” ammissibilita per (D)
a)  (cpdy) Ay s ey

XEX=A4,'b20 wEN=,
B S D) (epdy)Ay sc)

a) cr<c! (vera sempre)

b)  cpdy Ay —cy =0
ggA;gj—cjsO JEN

sono le (n-m)
condizioni di ottimalita
(costi ridotti) di (P)




e Solo in corrispondenza dell’ ottimo dalla base B
ammissibile per (P) si ottiene una soluzione
ammissibile per (D) (che in particolare e anche
ottima).

e Ad una generica iterazione del simplesso dalla base
. . . r r -1
corrente per (P) si pud costruire un vettore 7 =¢;4,

che non e soluzione di (D).

e Tale vettore € detto dei MOLTIPLICATORI DEL
SIMPLESSO e compare nel calcolo dei coefficienti
di costo ridotto (problema di min):

(Q;AlglAN — Qi )




Il Teorema dello “scarto complementare”
(Complementary Slackness Theorem)

Consideriamo la coppia di problemi (P) e (D) in
forma canonica e trasformiamoli in forma standard

: T
(P) min c'x min ¢ x
AxXx=Db —_— Ax-Is=0
X=0 x=0 nvar.
s=0  m var. di surplus
(D) max b w max b’ w
A'wse > A w+lv=c
we0 wz0 m var.
- v=0 n var. di slack




Ad ogni variabile di (P) e associato un vincolo di (D) e
quindi la corrispondente variabile di slack e viceversa.

3. Teorema della slackness complementare

Data la coppia di soluzioni X e w rispettivamente
ammissibili per (P) e (D), X e w sono ottime per (P) e
(D) se e solo se

Sjwj=(gj)_c—bj)wj=0 j=1,...,m

T .
vx, =(c,—a, wx, =0 i=1,...,n

dove al é la j-esima riga di A

a. e la I-esima colonna di A




Esercizio




(P)

Esercizio

(D)

min g =4w, + 5w,
]

-w,——w, = -1

2




3
max z=-Xx, +—x,
2

-x, +x, <4
]

-—X +Xx, <5
2

x, 20 x,=0

@ 3

max z =-—X, +5x2

-x, +x,+s, =4

]
-—X, +x,+ 5,=5

x=0,s=0

Esercizio

min g =4w, + 5w,

min g =4w, + 5w,
1

-w,-=w,-v, =-1

2




max Z=—x1+%x2 Esercizio min g1=4W1+5Wz
- X, +x, +5, =4 —W, —— W, =V, = -1
(P) —lx1+x2+ s, =35 (D) W+ w, —v2=%
x=0, s=0 w=0, v=0
xl=2, x2=6$S1=O,S2= Wl=%, w,=1=v =0,v, =0
£4+xl—x22*w =(4+2-6)%* % %=O

S

1
(5+§x1 —x,)*w, =(5+1-6)x1=0%1=0

4

S W, = (gj)_c—bj)wj =0

2

1 1 1
w——w,+)xx =(-———=—+1)*x2=0%2=0
(- 5 ) (2 5 )

~
4!

T
vx, =(c,—a wx, =0

-

3 1 3
fwl + W, —E)J*x2 =(§+1—5)>x<6=0>x<6=0
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