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Esercizio 1. Dimostrare, mediante il teorema di Rouché—Capelli, che il sistema lineare reale

T -y +z = —%
S:< =2z +y —w = 1
—%y +z —%w = 0

¢ compatibile. Quindi determinare nell’ordine 1) il “numero di soluzioni di S”, 2) 'insieme Sol(.S)
delle soluzioni di S, 3) una base per lo spazio Sol(Sp) delle soluzioni del sistema omogeneo Sy
associato a S. Infine, dopo aver richiamato la definizione di sistema ridotto, discutere se S sia o0 no
un sistema ridotto, motivando la risposta.

Esercizio 2. Richiamare la definizione di autovalore, autovettore e diagonalizzabilita di una
matrice quadrata. Quindi, sia ¢ € R. Dimostrare, mediante il teorema spettrale, che la matrice
reale

0 0 0
A, = 1 -1 0 € M3(R)
1 e -1

¢ diagonalizzabile se, e solo se, ¢ = 0. In quest’ultimo caso, determinarne una base diagonalizzante.



Soluzioni

Esercizio 1. Siano A e B rispettivamente la matrice incompleta e la matrice completa del
sistema S. Dunque

1 =11 0

A= -2 1 0 -1

0 -1 1 -3
1 -1 1 0 -3
B=|(-2 1 0 -1 1
o -2 1 -1 o0

Il sistema S & compatibile sse rk A = rk B. Calcoliamo innanzitutto rk A mediante il teorema degli
orlati. det A(1,1) =1 # 0 sicché rk A > 1. L’orlato det A(1,2;1,2) del minore det A(1,1) & uguale
a —1 #£ 0 sicché tk A > 2. Calcoliamo Vorlato det A(1,2,3;1,2,3) mediante la regola di Sarrus:

1 -1 1
det A(1,2,3;1,2,3)=det | -2 1 0
1
0 -5 1
=14+0+1-0-2-0
=0.
Infine 'orlato
1 -1 0
det A(1,2,3;1,2,4)=det | -2 1 -1
0o -1 -1
2 2
1 1
=0

Percio rk A = 2. Similmente rk B > 2. Per calcolarlo mediante il teorema degli orlati & sufficiente
calcolare il minore det B(1,2,3;1,2,5). Applichiamo, per esempio, la regola di Sarrus:

1 -1 -1

det B(1,2,3;1,2,5) =det | —2 1 1
0 -3 0

=0+0—-3+0+0+3

=0.

Concludiamo che rtk B = rk A = 2, e quindi il sistema S & compatibile e ammette oo™ soluzioni in
cui N = #{incognite} —tk A =4 —-2=2.
Giacche le prime due righe di A sono linearmente indipendenti il sistema

SI' xz _y +Z = -
|l 22 +y —w = 1

[N

¢ equivalente ad S. Per risolvere S’, e quindi S, possiamo, per esempio, applicare il metodo di
eliminazione di Gauss. La matrice completa del sistema S &

(1 -1 1 0 -3
B(—2 1 0 -1 1



che va ridotta a gradini. Aggiungiamo alla seconda riga il doppio della prima:

—~

-2 1 0 -1 1)+2(1 -1 1 0 —3)
=(-2 10 -1 1)+(2 -2 2 0 -1)

(0 -1 2 -1 0).

Abbiamo effettuato su B’ la trasformazione elementare di prima specie

, w1 -1 1 0 =3
B_’B_(0121 0o )

che & gia a gradini. Il sistema S & percio equivalente al sistema a gradini

", r -y +z = -
s { -y +2z —w

N[ =

I pivot di B” sono gli elementi di posto (1,1) e (2,2) che corrispondono alle incognite x, e y rispet-
tivamente. Le rimanenti incognite z e w giocano il ruolo di parametri e “possono essere portate a
destra dei segni di =”. Si trova cosi

Dall’ultima equazione si trova y = 2z — w che, sostituita nella prima da

xz?z—w—%—z:—%—i—z—w.
Riassumendo
—% +s—t
Sol(S) = Sol(S") = Sol(S") = 2ot | siery CRY
t

La generica soluzione del sistema omogeneo Sy associato ad S si ottiene “mettendo a zero i termini
noti” nell’espressione per la generica soluzione di .S:

s—t
Sol(So) = 258‘ Elystert cre

t
ed una base B per Sol(Sp) si determina scegliendo per i parametri s,¢ i valori 1,0 e 0, 1:

-1
-1
0
1

oy
Il
O = DN =

Infine, ricordiamo che un sistema compatibile S & ridotto se, per definizione, le equazioni di .S sono
indipendenti o, che & lo stesso, sono indipendenti le righe della matrice completa di S. Dunque S
non e ridotto perché la terza equazione dipende dalle prime due.



Esercizio 2. Sia A € M,(k), k = Q,R. Uno scalare A € R & un autovalore di A sse, per
definizione, esiste un vettore colonna
U1
v = #0
Un
tale che
Av = .

In questo caso, v &, per definizione, un autovettore di A. A si dice diagonalizzabile sse, per definizione,
esiste una base di k™ composta di autovettori di A.
11 polinomio caratteristico di A, ¢

—t 0 0
Py (t) =det(Ae —tI3)=det | 1 —-1-—t¢ 0
1 € —-1-1
= —t(—1—1)?
= —t(1+1¢)?
ed ¢ indipendente dal valore di e. Concludiamo che P4_(t) ha 2 radici reali, 0 e —1, di molteplicita
1 e 2 rispettivamente. Dunque gli autovalori di A; sono A; := 0 e Ay := —1 e hanno molteplicita
algebriche a; e as pari a 1 e 2 rispettivamente. In particolare a; + as = 3 e per verificare la

diagonalizzabilita di A. e sufficiente verificare che le molteplicita geometriche g1 e go di A1 e A5 siano
uguali ad a; e ag rispettivamente. Ora, g; € almeno 1 per definizione di autovalore. D’altrocanto
g1 < a; = 1. Percio g3 = 1. go € la dimensione dell’autospazio V5 relativo all’autovalore Ay = —
che coincide con lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo Sy la cui matrice incompleta &

- 0 0 1 0 0
A. — Ao I3 = 1 —1—- X 0 = 1 0 O
1 € —1—X 1 ¢ 0
e cioe
Ty = 0
SQ : 1 = 0 s
1 +exo = 0

Evidentemente, il rango di A. — X235 ¢ 1 se ¢ = 0 ed & 2 altrimenti. Di conseguenza la dimensione
diSol(S)ego=3—-1=2=assec=0ede go=3—2=1# ay altrimenti. Concludiamo che A, &
diagonalizzabile sse € = 0.

Per determinare una base diagonalizzante di Ay, determiniamo, innanzitutto, una base per
lautospazio V; relativo all’autovalore A;. A; coincide con lo spazio delle soluzioni del sistema
omogeneo S; la cui matrice incompleta ¢ A — A\; I3 = A e cioe

0 =0
Sl : r1 —X9 0 = 0
I —x3 = 0
Ovviamente z; gioca il ruolo di parametro e puo “essere portato a destra del segno di =”. Conclu-
diamo che x5 = 1 e 3 = 1. Dunque
s
Ay = Sol(Sy) = s | |seRy CR?
s



ed una sua base Bj si trova sostituendo al parametro s il valore 1:
By = 1
1

Determiniamo ora una base per I'autospazio As relativo all’autovalore \o. Come gia osservato As
coincide con lo spazio Sol(S3) delle soluzioni del sistema omogeneo Ss che, per £ = 0 si riduce a

T = 0
Sg : Ty = 0 5
1 = 0
da cui
0
Sol(Ss) = s | |s,teRy CR.
t

Una base di V5 si trova sostituendo ai parametri s,¢ i valori 1,0 e 0, 1:

0 0
By = 11,10
0 1
Concludendo il sistema di vettori
1 0 0
B:=“BiUBy’ = 11,11 |,10
1 0 1

¢ una base diagonalizzante per Ay.



