CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 2 — Traccia A

26 novembre 2012

Nome Cognome Matricola

Esercizio A.1 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula € una tautolo-
qgia:

(A—>(B\/—|A))/\B
(BV-A))

Ein
V(4)
F((B \/‘ —A4)))
F((A)
F(B)

Non ¢ una tautologia, perché il ramo a sinistra ¢ rimasto aperto.

Esercizio A.2 Siano date le sequenti:

X = Vady(PP(z, fO@) = PPV (), e1))
A = N,
Pia,b) sse a divide b ,
f1A(a) = 2-q
cfl = g,
A = (4 P1 ) 1Aaci4>
Z(x) = 1,
I(y) = 3.

Scrivendo tutti i passaggi dire se A,T = X.

ATE vxay< Ve fOW) = PPV @), e)  sse
Perognin €N AT} ay< Vw, fO W) = Pf”(f“)(y),cl))[n/x]
Per ognin € Nesiste me N A7 |= ( 1 (377f(1)(?/)) — P1(2)(f(1)(y),cl))[n/x][m/y] sse
Per ognin € Nesiste m € N AT k= (P (n, /V(w)) = PP (1O ), e)lm/y]
Per ognin € Nesiste me N AT | (P1(2) (n, fP(m)) — P1(2)(f(1)(m), c1)) sse
Per ognin € Nesiste m e N A7 }~ P1(2)(n, FY(m)) oppure A, T = Pl(z)(f(l) (m),c1) sse

Per ogni n € N esiste m € N n non divide 2m oppure 2m divide 8.

sse

sse



E vero perché dato un qualsiasi n esiste sempre m (ad esempio m < %) tale che n divide 2m. Ma &
anche vero perché esiste m (ad esempio m = 4) tale che 2m divide 8.

Esercizio A.3 Considerate le applicazioni:

T —

5
f:xebNy— €Z e g:yeZ—5ly+7 €5Ny

. si calcolino: f({0,5,10,15}), f(5Ng), f~1({0,—1,1,-8,—10}), f~1(Z), g({0, -7, —6,—8}), 9(7Z),

g 1({0,5,10,40}), g~ (5Np).
Si stabilisca se f e g sono iniettive e se sono suriettive.

Si determinino le applicazioni composte gof e fog, si stabilisca se sono iniettive, suriettive,
biettive individuando in quest’ultimo caso le applicazioni inverse.

. f£({0,5,10,15}) = {—7,—6,—5,—4}, f(5No) = {y € Zly > -7}, f1({0,—1,1,-8 — 10}) =

{35,40,30}, f~Y(Z) = 5Ny, g({0,—7,—6,—8}) = {35,0,5}, g(Z) = 5Ny, ¢~ 1({0,5,10,40}) =
{_77 _67 _8a _57 _Qa _157 1}7 9_1(5N0) =7

f & iniettiva e non & suriettiva ad esempio Az € 5Ny tale che f(z) = —8,—10, g & suriettiva ma
non ¢ iniettiva ad esempio g(—6) =5 = g(—8)

fog:y€Z — |y+ 7 —7 € Z non & suriettiva ( ad esempio perche f non lo &) e non & iniettiva
(ad esempio perche g non lo ¢)quindi non ¢ biettiva; invece gof ¢ I'applicazione identica di 5Ny
dunque ¢ biettiva ed ha come inversa se stessa

Esercizio A.4 Nel insieme W = {2"3™|n,m € No} dei numeri naturali i cui divisori primi sono 2 e
3, si consideri la relazione binaria R definita da:

~

e

3.

2"3mR2"F = n+h,m+k e 2Ny
St dimostri che R é una relazione di equivalenza in W ;
si determinino le classi [2]r, [3|r, [6]r, [1]r, [36]Rr;
quante sono le classi di equivalenza modulo R ?
La relazione binaria R* in W definita da
2"3MR*2M3F . —= n+h,m+k sono dispari
¢ una relazione di equivalenza? (motivare la risposta)

2lr = {2"3™ € W|n dispari,m pari}, [3]g = {2"3™ € W|n pari,m dispari}, [6]r = {2"3™ €
Wn dispari,m dispari}, [36]g = {2"3™ € W|n pari,m pari} = [1]g

le classi sono 4; iv) R* ad esempio non é riflessiva.

Esercizio A.5 1. Quanti sono i numeri naturali positivi minori di 3921 divisibili per almeno uno

1.

tra 2,5,77

Quante parole, non necessariamente di senso compiuto, si possono formare utilizzando una ed
una sola volta tutte le lettere della parola PASTO?

Un gruppo di ragazzi va al ristorante di Angelo dove il meni comprende 4 primi, 2 secondi e 7
contorni. Ognuno dei ragazzi ording un primo, un secondo ed un contorno e a ciascuno di essi
Angelo serve un pranzo diverso. Da quanti ragazzi al pit € formato il gruppo?

2576;



2. 51=120;
3. 56

Esercizio A.6
i) Si determini la rappresentazione decimale dei sequenti numeri (1101)g, (120)3;

i1) Si determinino le rappresentazioni in base 2 e 5 del numero in forma decimale 382.
1)13, 15; ii) (101111110)2, (3012)5

CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 2 — Traccia B

26 novembre 2012

Nome Matricola

Cognome

Esercizio B.1 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula ¢ una tautolo-
gia:
((AVB)AN—-A)) — B

F(((AV B) A -A) — B)

E una tautologia perché tutti riami sono chiusi.

Esercizio B.2 Siano date le sequenti:

X = 3PPz, fV () = PPz, 1))
A = N,
Pia,b)  sse a<b )
flA(a) = 2-q,

c{‘ = 16,
A = <A7P1A, 1Avci4>a

I(x) = T,

Iy) = 3.

Scrivendo tutti i passaggi dire se A,T = X.



ATk ayw Vo fO) = PP (r ) sse

Esistene N A7 |= VZ(P1 ( D) — P( (x,c1))[n/y] sse

Esiste n € N tale che per ognim € N A, Z = (PP (z, fO(y)) = PP (x,c1))[n/ylim/z]  sse
Esiste n € N tale che per ognim e N A7 = (P1(2)(a:,f( (n)) — P( )(m c1)

)
Esiste n € N tale che per ogni m € N A, 7 [~ Pl(z) (z, fM (n)) oppure A, 7 |= P1 ( 1)
Esiste n € N tale che per ogni m € N Z(x) £ 2n oppure Z(z) < 16 sse

sse
sse
Esiste n € N tale che per ogni m € N 7 £ 2n oppure 7 < 16.

E vero perché esiste n (ad esempio n = 1) tale che per qualsiasi m 7 € 2n. Ma & anche vero perché
7 < 16.

Esercizio B.3 Considerate le applicazioni:

_921
froxetNy = 2 €Z e g:y€Z—Tly+3| €Ny

i) si calcolino: f({0,7,14,21}), f(7No), f~1({0,—1,1,—4,-6}), f~4Z), g({0,—3,—2,—-4}), ¢(7Z),
g 1({0,7,14,28}), g~ 1(7Np).

i) Si stabilisca se f e g sono iniettive e se sono suriettive.

iii) Si determinino le applicazioni composte gof e fog, si stabilisca se sono iniettive, suriettive, biettive
mdividuando in quest’ultimo caso le applicazioni inverse.

i) £({0,7,14,21}) = {-3,-2,-1,0}, f(TNo) = {y € Z|y > =3}, f~1({0,—1,1,—4,-6}) = {0,14,28},
I~ 1( ) = 7N0, ({0, -3, 2, 4}) = {21,0, 7}, 9(Z) = TNy, g_l({O, 7,14, 28}) = {—3, -2,—4,—-1,-5,-17, l},
g (TNp) =

ii) f & iniettiva e non & suriettiva ad esempio Ax € TNy tale che f(x) = —4, g & suriettiva ma non
¢ iniettiva ad esempio g(—2) =7 = g(—4)

iii) fog:y € Z — |y + 3| —3 € Z non ¢ suriettiva ( ad esempio perche f non lo &) e non ¢ iniettiva
(ad esempio perche g non lo ¢)quindi non & biettiva; invece gof ¢ I'applicazione identica di 7Ny dunque
¢ biettiva ed ha come inversa se stessa

Esercizio B.4 Nel insieme W = {2"5™|n,m € No} dei numeri naturali i cui divisori primi sono 2 e
5, si consideri la relazione binaria R definita da:

2"5MR2MEE L — n 4+ h,m+ k € 2N

i) Si dimostri che R é una relazione di equivalenza in W ;
it) si determinino le classi [2|r, [5]r, [10]r, [1]r, [100]%;
iii) quante sono le classi di equivalenza modulo R ?

iv) La relazione binaria R* in W definita da
2M5MR* R . = n4+h,m+k sono dispari
¢ una relazione di equivalenza? (motivare la risposta)

ii)[2]lr = {2"5™ € W|n dispari,m pari}, [blg = {2"5™ € W|n pari,m dispari}, [10]g = {25 €
Wn dispari, m dispari}, [100]g = {2"5™ € W|n pari,m pari} = [1]g iii) le classi sono 4; iv) R* ad
esempio non e riflessiva.

Esercizio B.5

i) Quanti sono i numeri naturali positivi minori di 3102 divisibili per almeno uno tra 2,3,117



i1) Quante parole, non necessariamente di senso compiuto, si possono formare utilizzando una ed una
sola volta tutte le lettere della parola DARE?

iti) Un gruppo di ragazzi va al ristorante di Angelo dove il ment comprende 5 primi, 3 secondi e 2
contorni. Ognuno dei ragazzi ordina un primo, un secondo ed un contorno e a ciascuno di essi Angelo
serve un pranzo diverso. Da quanti ragazzi al pit & formato il gruppo?

i) 2162; ii) 4!=24; iii) 30

Esercizio B.6
i) Si determini la rappresentazione decimale dei sequenti numeri (1011)g, (221)3;

i1) Si determinino le rappresentazioni in base 2 e 5 del numero in forma decimale 124.

)11, 25; ii) (1111100),, (444)5

CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 2 — Traccia C
26 novembre 2012

Nome Cognome Matricola

Esercizio C.1 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula é una tautolo-
gia:

(A= B)VA)AN-B

(A— B)VA))

iy

((A— B)V A)
V(B) F(4)
F(A g B)
i
)

Non & una tautologia, perché il ramo di sinistra e rimasto aperto.



Esercizio C.2 Siano date le sequenti:

X = V:UPl(l)(x) v —EIyPQ(Q) (y, )
A = N,
PA(a)  sse  a é pari ,
Ps'(a,b) sse a<b ,

Ma) = 2-q

A = <A7P1Aa 1A,Ci4>’
Z(x) = 0,
Z(y) = 0.

Scrivendo tutti i passaggi dire se A,T = X.

AT = Va;Pl(l)(:c) v —EIyP2(2) (y, x) sse
AT = VxPl(l)(x) oppure A,7 = —ElyPQ(Q) (y,x) sse
Perognine N AT Pl(l)(:z:)[n/x] oppure A, T B~ EIyP2(2) (y,x) sse

Perognine N A7 Pl(l)(n) oppure esiste m € N tale che A, 7 [~ P2(2) (y,x)[m/y] sse
O ogni n € Nn & pari oppure esiste m € N tale che m £ Z(x) sse

O ogni n € Nn ¢ pari oppure esiste m € N tale che m £ 0 sse

E vero perché esiste m (ad esempio m = 1) tale che m £ 0.

Esercizio C.3 Considerate le applicazioni:

T —

frxe3Ny— 3€Z e g:y€Z—3ly+11| €3Ny
l) si calcolino: f({ov 37 67 33})7 f(3N0); fﬁl({ov _17 11 _121 _13})7 fﬁl(Z); g({ov _117 _107 _12})7 g(Z);
97'({0,3,6,36}), g~ (3Np).

i1) Si stabilisca se f e g sono iniettive e se sono suriettive.

i11) Si determinino le applicazioni composte gof e fog, si stabilisca se sono iniettive, suriettive, biettive
individuando in quest’ultimo caso le applicazioni inverse.

i) £({0,3,6,33}) = {-11,-9,-10,0}, f(3Ng) = {y € Z|y > —11}, f~1({0,-1,1,-12,-13}) =
{3073?”36}7 f_l(Z) = 3No, g({O? —11, -10, _12}) = {337073}7 g(Z) = 3No, g_l({073?6736}) =
{-11,-10,-12,-13,-9,-23, -1}, ¢~} (3Ng) = Z

ii) f € iniettiva e non e suriettiva ad esempio Az € 3N tale che f(z) = —12, g ¢ suriettiva ma non
¢ iniettiva ad esempio g(—10) = 3 = g(—12)

iii) fog:y € Z — |y+ 11| — 11 € Z non ¢ suriettiva ( ad esempio perche f non lo ¢) e non ¢ iniettiva
(ad esempio perche g non lo ¢)quindi non & biettiva; invece gof & I'applicazione identica di 3Ny dunque
¢ biettiva ed ha come inversa se stessa

Esercizio C.4 Nel insieme W = {3"5™|n,m € No} dei numeri naturali i cui divisori primi sono 3 e
5, si consideri la relazione binaria R definita da:

3"5MR3M5F = n+h,m+k € 2Ny

i) Si dimostri che R é una relazione di equivalenza in W ;

i1) si determinino le classi [3|r, [5|r, [15]r, [1]r, [225]r;



i11) quante sono le classi di equivalenza modulo R?

i) La relazione binaria R* in W definita da
35 R* 3R = n4+h,m+k sono dispari
¢ una relazione di equivalenza? (motivare la risposta)

ii)[3]r = {3"5™ € W|n dispari,m pari}, [5]g = {3"5™ € W/|n pari,m dispari}, [15]g = {3"5™ €
Win dispari, m dispari}, [225]g = {3"5" € W|n pari,m pari} = [1]|g iii) le classi sono 4; iv) R* ad
esempio non e riflessiva.

Esercizio C.5

i) Quanti sono i numeri naturali positivi minori di 3003 divisibili per almeno uno tra 3,11,137

i1) Quante parole, non necessariamente di senso compiuto, si possono formare utilizzando una ed una
sola volta tutte le lettere della parola CORPI?

i11) Un gruppo di ragazzi va al ristorante di Angelo dove il ment comprende 3 primi, 5 secondi e 2
contorni. Ognuno dei ragazzi ordina un primo, un secondo ed un contorno e a ciascuno di essi Angelo
serve un pranzo diverso. Da quanti ragazzi al pit & formato il gruppo?

i) 1323; ii) 5!=120; iii) 30

Esercizio C.6
i) Si determini la rappresentazione decimale dei sequenti numeri (1001)g, (210)3;

it) Si determinino le rappresentazioni in base 2 e 5 del numero in forma decimale 311.

)9, 21; ii) (100110111),, (2221)5

CORSO DI MATEMATICA DISCRETA E LOGICA MATEMATICA

Prova in itinere n. 2 — Traccia D
26 novembre 2012

Nome Cognome Matricola

Esercizio D.1 Utilizzando il metodo degli alberi semantici dire se la sequente formula ¢ una tautolo-
gia:

(A= B)V (B — A))V (B A-DB)



F(A— B)V(B— A))V (BA-B))

F((A— B)Vv(B— A))

|
F((BA-DB))

|
F(A— B)

|
F(4)
|

E una tautologia, perché tutti i rami sono chiusi.

Esercizio D.2 Siano date le sequenti:
X = VxPl(l)(x) “ —|P2(2) (y, )
A = N

PiMa) sse a é divisibile per 5,
Pi'a,b)  sse a<b,

f1A(a) = 2-q,
A = (4, PlAv 1A7 014>7
Z(x) = 5,
IZ(y) = 15.

Scrivendo tutti i passaggi dire se A,T = X.



AT = Va:Pl(l) (x) —|P2(2) (y,x

) sse

AT E (VwPl(l)(:c) — —|P2(2)(y, z)) A —|P2(2) (y,z) — VxPl(l)(x) sse

AT E (vaPY(x) = PP (y,2) e A, T = -PP(y,2) - vaPP(z)  sse

AT B~ VacPl(l)(x) oppure A, 7 = —|P2(2) (y,x)). Inoltre A, 7 = —|P2(2) (y,x) — VxPl(l)(:):) sse

Perognine N AT PV (2)n/z] o A, T = PP (y, ).

Inoltre A,Z - —|P2(2) (y,z) o A, T = V:UPI(I)(:U) sse
Per ognin e N A, 7 [~ Pl(l)(n) o AT W~ Pz(z)(y,x)).

Inoltre A, T W~ —|P2(2)(y, x)operognimeN ATE Pl(l)(x)[m/m] sse
Per ogni n € N n non ¢ divisibile per 5 oppure Z(y) £ Z(z).

Inoltre A,Z = P2(2) (y,x) o per ogni m € N m & divisibile per 5. sse
Per ogni n € N n non e divisibile per 5 oppure 15 £ 5.

Inoltre Z(y) < Z(x) o per ogni m € N m & divisibile per 5. sse
Per ogni n € N n non ¢ divisibile per 5 oppure 15 £ 5.
Inoltre 15 < 5 o per ogni m € N m ¢ divisibile per 5.

E falso perché 15 £ 5 e ci sono m € N divisibili per 5.

Esercizio D.3 Considerate le applicazioni:

xr —

2
f:xellNy — €Z e g:yeZ—11lly+2| €11Ny

i) si calcolino: f({0,11,22,33}), f(11Ny), f~1({0,-1,1,-3,—4}), f~1(Z), 9({0, -2, —4,-3}), ¢9(7Z),
97'({0,11,22,44}), g~ ' (11No).

i1) Si stabilisca se f e g sono iniettive e se sono suriettive.

iii) Si determinino le applicazioni composte gof e fog, si stabilisca se sono iniettive, suriettive, biettive
mdividuando in quest’ultimo caso le applicazioni inverse.

i) £({0,11,22,33}) = {—2,—1,0,1}, f(11Ng) = {y € Z|y > —2}, F~1({0, 1,1, -3, —4}) = {22, 11, 33},
f~YZ) = 11Ny, g({0, —2, —4, —3}) = {22,0,11}, g(Z) = 11Ny, g~ 1({0,11,22,44}) = {-2,—-1,-3,0, —4,2, —6},
(1IN = Z
ii) f ¢ iniettiva e non ¢ suriettiva ad esempio Az € 11Ny tale che f(z) = —3, g ¢ suriettiva ma non
¢ iniettiva ad esempio g(0) = 22 = g(—4)
iii) fog :y € Z — |y+2|—2 € Z non & suriettiva ( ad esempio perche f non lo ¢) e non & iniettiva (ad
esempio perche g non lo ¢)quindi non ¢ biettiva; invece gof & l'applicazione identica di 11Ny dunque
¢ biettiva ed ha come inversa se stessa

Esercizio D.4 Nel insieme W = {2"7"|n,m € No} dei numeri naturali i cui divisori primi sono 2 e
7, si consideri la relazione binaria R definita da:

MTRATE . —= n+ h,m+k e 2Ny
i) Si dimostri che R & una relazione di equivalenza in W ;
i1) si determinino le classi [2|r, [Tlr, [14]r, [1]lr, [196]Rr;

i11) quante sono le classi di equivalenza modulo R?

iv) La relazione binaria R* in W definita da
MTMR¥AMTE = n4+h,m+k sono dispari

¢ una relazione di equivalenza? (motivare la risposta)



ii)[2]lr = {2"7™ € W|n dispari,m pari}, [T|g = {2"7™ € W|n pari,m dispari}, [14]gr = {2"7" €
Win dispari, m dispari}, [196]g = {2"7™ € W|n pari,m pari} = [l iii) le classi sono 4; iv) R* ad
esempio non e riflessiva.

Esercizio D.5

i) Quanti sono i numeri naturali positivi minori di 4928 divisibili per almeno uno tra 2,7,117

it) Quante parole, non necessariamente di senso compiuto, si possono formare utilizzando una ed una
sola volta tutte le lettere della parola CANE?

i11) Un gruppo di ragazzi va al ristorante di Angelo dove il ment comprende 8 primi, 3 secondi e 2
contorni. Ognuno dei ragazzi ording un primo, un secondo ed un contorno e a ciascuno di essi Angelo
serve un pranzo diverso. Da quanti ragazzi al pit é formato il gruppo?

i) 3008; ii) 41=24; iii) 48

Esercizio D.6
i) Si determini la rappresentazione decimale dei sequenti numeri (1000)g, (211)3;

i1) Si determinino le rappresentazioni in base 2 e 5 del numero in forma decimale 255.

1)8, 22; ii) (11111111),, (2010)5
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