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Capitolo 1
Sistemi lineari
Risolvere e discutere, al variare degli eventuali parametri reali, i seguenti sistemi lineari:

X1+Xo—Xz3=1
[1] 2X1+2X2+X3=0
X1+ X+ 2x3 = -1

I—2X1+X2+X3=l
[2] X1—2X2+X3 =-2
X1+X2—2X3=4.

I 2% —Xp — X3 —4X4 =9
[3] § 4x1—-3x3—-%x4=0
| 8% — 2% — 5x3 — 94 = 18.

X-y-4z+2t=0
-X+y+3z-2t=0
L 3X-3y+z+6t=0.

J 2X-2y+z+4=0
(4

I X+y+az=1
[5] & X+2y+bz=3
y+cz=2.

J X+y-z=1

X+2y-2z2=0

L6l X-y+2z=-1
L X-y+z=k

I ax-y+z=2
[7]1 { x—ay+z=3-2a?
X—y+az=a+1
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I X+y+z=a
[8] « x—ay-z=1
2xX+y+az=a+ 1

X+dy+z=2

X+y+Az=21-1
(9]
{ AX+y+z=1

( 2x+az=1
[10] J X+ay—-2z2=2
I\ax+22=1.

Ix+y—z=1
2X+3y+kz=3

(11]
l X+ky+3z=h.

! kx+y+z=1
X+ky+z=1

(12]
l X+y+kz=h.

! X-y+z=5
2X+y+2z=D

(13]
L -3X-3y+az=1.

I 2X-3y+2z=1
X+y—-2z=2

(14]
|\ 4dx-y+az=Dh.

((B-kx-y-z=a
[15] { 2x— (4—Ky-2z=b
I\3x—3y—(5—k)z=c.

! 2-kx-ky+(1-kz=1-2k
(4-2kx—-3ky+(1-2kiz=1-k

[16]
| 2-kx-2ky+kz= -5k

j (h+Dx-hy+(2h+1)z=3+2h
(h+)x—hy+2hz=1+3h
(-h=1x—-(2h+ 1z= -3(h+ ).

[17]

j M-Dx+y+mz=0
m(l—mx+ (1-my - 2nPz=2

(18]
l (M-1)x+2y—2z=m+ 3.
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Capitolo 1 — Sistemi lineari

I (K+Dx+k+1ly+2z=1
X+ky+z=1

[19]
| 1-kx+k-1z=0.

[20] § (k+1Dy+z=k+3

{ kx—2(k+1y+z=4-2k
{ 2kx—5(k+ 1)y +2z=8-9k.

I kx+2y+2kz=1
kx+(3-Ky+3kz=1

[21]
I\ kx + (k+ 1)y + 2kz = 2.

In+m+m=a
XL+ X+ 2% =2
X1 + aXo + X3 = 4.

[22]

I X—y+z-t=2a
2X+y+5z+4t=a
X+2z+t=2.

(23]

I 22X+ Ao+ X3 =2
x1+x2+ax3:4
X1+ X2+ X3 =a.

[24]

I X+z+2t=2
-X-y+z+t=2a?

(25]
l AX+y+22+ 5t =a.

2X-y+3z+t=0
Ix+y—-2z2—-t=0
2X+5y+az-5=0.

[26]

e e

X+ A=-2% +x3=0
2% +X3=0
[ —X1—2X2+X3+)LX4=O.

Ix1+2x2—x3+/1x4=0
[27]

I X+y-z=0
X+@2A+y-QA+Dz=22+1

(28]
L X+Ay—-z=21-1

I X-y-z=0
[29] & 3X+y+2z=0
l 4x+ Ay = 0.
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J X+2y+z=1
[30]

5x+3y+3z=2
7X+4y+52=3
L X+y-z=0.

( X+y+hz=2h
[31] J X+y+2z=-1
I\2x—hy+4z=—2.

Ihx+y+hz=—1
[32] & 2x-y+2z=-h-1
| 3x+3y+(h+2z=-h-2

[33] Verificare che pea = -1 il seguente sistema lineaegncompatibile:

I X+2y-z=0
—X+z=1
|\ X+4y+az=0.

[34] Discutere la compatibilit™ del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quardpossibile) usando anche (quarel@ossibile) il

teorema di Cramer:
I -hx+y+z=2

[35] Discutere la compatibilit® del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quardpossibile) usando anche (quarel@ossibile) il
teorema di Cramer:

X1+(2—h)X2+(2+ h)X3 =2

{ X1+2X2+X3=1
U X1+ (24 3h)x2 — 2hxz = k.

[36] Discutere la compatibilit® del seguente sistema lineare, al variare dei parametri
h,k € R. Determinare esplicitamente le soluzioni (quamdpossibile) usando anche (quarel@ossibile) il
teorema di Cramer:

(2—h)X1+(2+ h)Xz—X3=1

{ 2X1—X2—X3=O
U (24 3h)x1 — 2hxz — X3 = k.

[37] Dato il sistema lineare:
! 2X1—X2—X3=O
2- h)X1+(2+ h)Xz—Xg =0
|\ (2+ 3h)xy — 2hx, — X3 = k,

i) determinare tutte le soluzioni nel casohdE k = 0;
i) discutere I'esistenza delle soluzioni e determinarle (quangossibile) al variare di, k € R.
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Capitolo 1 — Sistemi lineari

[38] Dato il sistema lineare:
I X1+ X2+ X3 = k
X1 — sz +X3=-1
—X1+kX2+X3 = k,

i) determinare tutte le soluzioni nel casoldi —1.
i) Discutere I'esistenza delle soluzioni, al variarekdt R.
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Capitolo 2

Matrici e deter minanti

[1] Dopo aver verificato che la matrice:

& invertibile, calcolare\™.
[2] Dopo aver verificato che la matrice:
1 3 -1
A=12 1 -1
2 -1 0
¢ invertibile, calcolare\™.

[3] Data la matrice:

A=

1 2 3

0o 1 2|,

-1 4 h

al variare del parametro realediscutere 'esistenza della matriee® e calcolarla, quande possibile, usando
due metodi diversi.

[4] Data la matrice:

1 -3 1 2
h 0 00

A=l1 -1 0 o
0 0 0h

determinare i valori dh per cuiA & invertibile, e in questi casi, scrivefe™.

[5] i) Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

NEF RPN
PR OPR
kI o

WONBEF
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e invertibile.
if) Postoh = 0, determinare I'inversa dA.

[6] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

0 h1o0
0 1 2 1
A=l hi1 0 0 0
0 21 3

e invertibile.

Calcolare il determinante delle seguenti matrici, riducendole, eventualmente, a forma triangolare supe- riore.

[7 A=

R NM~O
=

Lol
o

(8] A=

R ON U
|
w
oN PO W

[9] A=

OoOr MR O
|
|_\
WNNN O
)
P wnoN
N—

1 -2 3 -4
-2 3 -4 1

3 4 1 -2
-4 1 -2 3

[10] A=

11 A=| 1 2 3

k+1 k+2 k+3
1-2k 2-2k 3-2k

[12] A=| 1

N

x
x
N X
o |
X =
w X
o ||
xX N
~—_——————
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1 1 0 X1 2
A=|1 O -1 , X=| % |, B=]| 3],
0 -1 a%-2 X2 a

determinare le soluzioni del sistema line@¢ = B, al variare dia in R.

2 -3 1 X1 4
1 a-14 4|, X=| % |, B=| a+2 |,
-1 5 3 Xo 2

determinare le soluzioni del sistema lined@p¢ = B, al variare dia in R.

[13] Date le matrici:

[14] Date le matrici:

A=

[15] Date le matrici:

2 3 -2 1 il

A=| 4 -6 1 2| X=| 2|
6 -9 -1 -1 S
Xa

1 1 0
Bi=| 2|, By=|(2]|, Bs=| O
0 3 0

determinare le soluzioni dei sistemi line&X = B;, AX = B,, AX = Bs.
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Capitolo 3

Calcolo vettoriale

Tutti gli esercizi, a meno di esplicita dichiarazione contraria, sono da considerarsi nello spazio vettoriale reale
V3 dei vettori ordinari, riferito ad una base ortonormale posit®a= (i,j,k). | simboli: “- ", “ A”indicano,
rispettivamente, il prodotto scalare e il prodotto vettoriale (esterno) tra due vettori.

[1] Datii vettori:
a=hi-j+3k, b=i-hj+kk, c=-2i+kk, hkeR,

trovare per quali valori dih, k € R esistono dei vettork € V3 tali che:

aAx+xAb=c
e determinare, quandopossibile, le componenti ¢ti.
[2] Sea e c sono vettori non nulli, ortogonali, calcolare:

aA(alAc);
a-(alAc).

[3] Datiivettori: a = (1,2,0) e b = (0,1,1), determinare una base ortogonale positiv& glicontenentea e un
vettore complanare aal e ab.

[4] i) | vettori: a =(1,2,0) eb = (0,1, 1) possono rappresentare i lati di un rettangolo?
i) Determinare i vettoriv che rappresentano le altezze del parallelogramma individuaiosda.

[5] i) I vettori: a = (1,1,0) e b = (2,0, 1) possono rappresentare i lati di un rombo?
i) Determinare le rette vettoriali bisettrici degli angoli individuati ala dab.

[6] Datii vettori: a = (1,0,-2) e b = (0,1,-1), determinare una base ortogonale positiva contenergain
vettorec ortogonale sia ad sia ab.
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[7] Datii vettori:
a=(1,3h, b=(-150, c=(,-2-1),

determinare per quali valori di € R, esiste un vettor& di V3 che verifica tutte le seguenti condizioni:
i) x sia complanare ad e ac;

i) x sia perpendicolareb A c;

iii) il vettore proiezione ortogonale di suc sia—c.

[8] Datiivettori: u = (2,1,3) e v = (0, 2,3), determinare il vettor& simmetrico diu rispetto av.

[9] Datiivettori: u = (2,1,3) e v = (0, 2,3), determinare i vettori bisettori degli angoli individuati dae v .

[10] Datii vettori:
a= (11 21 3)1 b= (_11 31_1)1 Cc= (01 11 1)1

determinare, se esistono, i vettaritali che:

2x-a)b+xAb=c.

[11] Calcolare il valore della seguente espressione:

(a+b-c¢c)-(a-b+c)A(-a+b+c),

dovea, b, ¢ sono vettori qualsiasi dello spazio vettoriale redie

[12] Datiivettori: u = (1,1,1) e v = (1,0,0), scomporre il vettorer nella somma di un vettore parallelo ade
di un vettore ortogonale ad.

[13] Sianou, v vettori di Vs, provare che:

luAvI? = (u-u)(v-v)-(u-v)>

[14] Verificare che i vettoriu = 2(i + j — k) e v = i + k sono ortogonali e determinare le componenti del vettore
w =i-3j + 2k rispetto alla bas®’ = (u,v,u Av).

[15] Datiivettori: u=i-k ev =i+ j, determinare i vettork di V3, complanari au e av, ortogonali au + v
edinorma 1.

[16] Datiivettoriu=1-2j-kev=i+j-k,
i) verificare cheu & ortogonale a;
i) determinare i vettorix talicheu Ax =v.
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Capitolo 3 — Calcolo vettoriale 11

[17] Datiivettori: u = (1,1,0) ev = (0,1, 1), determinare i vettork di V3 tali che la loro proiezione ortogonale
sul piano individuato dai e v sia il vettorea = 3u + 4v.

[18] Dati i vettori:
u=(1,-1,h, v=(20nh, w=(-21,0),

determinare per quali valori di € R esistono uno o pivettorix € V3 che verificano simultaneamente le seguenti
condizioni:

i) x € perpendicolare ad;

ii) il vettore proiezione ortogonale di suv e 2v;

iii) il volume con segno del tetraedro individuato dai vettariv, w vale 8.

[19] i) Datii vettori: a = (1,0,-1) e b = (2, 1, 2), si determini il vettorex tale che:
a) I'area del parallelogramma individuato dae dax sia 6.
b) 8’ = (a, b, x) sia una base ortogonale positiva.

i) Si determinino le componenti del vettoee= 4i — j + 3k rispetto alla bas&’.

[20] i) Dati i vettori: a = (2,1,1) e b = (0,1, 1), si determinino tutti i vettorix tali che la proiezione ortogonale
di x sul piano vettoriale generato dae dab sia il vettorea + b.

i) Scelto un vettorex particolare, si determinino le componenti del vettere- 4i — j + 3k rispetto alla base
B =(a,b,x).

[21] Datii vettori:

x =1-j+ 2k,
y = Ai +2j - 2k,
z =1,

i) esistono dei valori dl € R per cui i tre vettori risultino complanari?
i) Esistono dei valori diht € R per cui il vettorex bisechi I'angolo formato dg e daz?

[22] Datii seguenti vettori:
a; = (1! 3! _2)1
a, = (-2,a-6,a+4),
az=(-1l,a-3,a2+a+1),
b=(0,-2,a-1), aeR,

i) determinare i valori del parameteoper cui i vettoria 1, az, az sono linearmente indipendenti.

il) Postoa = 2, determinare le componenti del vettdseispetto alla base 1, a,, as.

[23] Datiivettori: u; = (1,1, 2),uz = (2,-1,3),u3 = (3,0, h), dire per quali valori dh i vettori u1, uz, us sono
linearmente indipendenti.

[24] Datii vettori: u = (1,3,2),v = (-2,1,1), verificare cheV/ = L(u,v) ha dimensione 2. Trovare per quali
valori di t il vettore w = (t,0,—1) appartiene allo spazi¥ e, per tali valori, determinare le sue componenti
rispetto ai vettoriu e v.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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[25] SianoE; il sottospazio divVs generato dai vettoriti; = i+ j—k e up = 2i — j + k, E1 il sottospazio diVa
generato dai vettoriv, = i + 2j — k e vo = —i — j + 2k. Determinare una base e la dimension&gin Ej.

[26] Datiivettoria = (0,1,2),b = (3,-1,1),c = (-1, 2,2), determinare la proiezione ortogonalecdsul piano
individuato daa e b.

[27] Datiivettori: vy = (-1,-2—-2k,—-2),vo = (1,-2+ 2k, 16),v3 = (4,-7-k,8), ke R,
i) per quali valori dik i vettori v, v, vz sono linearmente dipendenti?
i) Per tali valori provare che8 = (v1,v,) € una base e trovare le componentidirispetto aB.

[28] Datii vettori:
a=i+2j+k, b=2i-j+k, c=i-j,

i) verificare che(a, b, ¢) € una base dvs.

i) Costruire una base ortonormale, e, e3) di V3 tale chee; sia parallelo ach ed e, sia complanare ad e

ab. (Si pw usare indifferentemente il calcolo vettoriale elementare o il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt).

[29] Datii vettori:
u=i-hk, v=hj-k, w=hi+2hj-k, heR,

i) determinare, se esiste, un valoredper cui i vettoriu, v, w siano complanari.

ii) Determinare, se esiste, un valoreldper cui i vettoriu e v siano paralleli.

iii) Determinare, se esiste, un valoreldper cui i vettoriu, v, w costituiscano una base ortogonale.
iv) Postoh = 2, determinare il vettore proiezione ortogonalaidsul piano generato da e daw.

[30] Determinare un vettore unitario perpendicolane & i — j e av = i + k, con componente positiva lunda

[31] Datii vettori:
u=2hi-j+hk, v=hi-j, w=i-hj, heR,

i) determinare, se esiste, un valorehdper cui i vettoriu, v, w siano complanari.
ii) Determinare, se esiste, un valoretdper cui i vettoriu e v siano paralleli.

[32] Datii vettori:
a=2i+2j+hk, b=i-j+2hk, heR,

i) determinareh in modo chella A bll2 = 56.

i) E possibile determinari in modo chea sia ortogonale &? E in modo chea sia parallelo &b ? Giustificare
le risposte.

[33] Datiivettori: u=(1,0,1) ev =(0,1,1),
i) determinare i vettori complanaria e av, ortogonali adu e aventi normay'2 .
i) Determinare le componenti del vettoreispetto alla base formatadgv,u A v.

Universi@ di Torino



Capitolo 3 — Calcolo vettoriale 13

[34] Datiivettori: u=(1,2,-1),v=(10,2),w=(-t,t,t +2), t R,

i) determinare il valore di in modo tale chaa, v, w siano complanari ed esprimewe come combinazione lineare
diunediv.

ii) Postot = -1, determinare il vettorev’ perpendicolare a1, a v, avente norma uguale alla normawi e
formante un angolo ottuso cgn

[35] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che:
un parallelogramma ha quattro lati uguali se e solo se le diagonali sono perpendicolari.

[36] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che le diagonali del rombo sono bisettrici degli angoli.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Capitolo 4

Autovalori e autovettori

Trovare gli autovalori e gli autovettori delle seguenti matrici:

2 1
[ A=| 1 2
01

2 1 -1
2] A=| 1 1 .
1

2 0 2
3 A={0 1 o0 |.
2 0 -1

1 -2 -1
[4 A=| -2 0 2].

2 1 1)
5] A=| 1 -2 3 |.
3 4 -1

0 -2 -2
6] A=| 2 4 2).

1 -1 0 0
1 2 -1 0

[MTA=l o 21 1 o
O 0 0 1

14
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1 0 0 O
0 1 -1 0
BlA=1g 1 1 o0
0 0 0 1
3 10 0
1 3 00
BIA=) o 0 4 1
0 0 1 4
1000
0000
[0 A=g 1 1 0
000 1
1 -4 3 0
4 1 0 0
[ A= 3 o5 1 0
0 0 0 1
2 0 0 0)
0110
21 A=l5 11 0
000 2
0 0 0 O
0 1 -1 0
(8 A=lg 21 1 o
00 0 O
100 2
010 2
(14 A= 0 1 2
2 2 2 3
2 -1 0 0
1 -2 0 0
181 A= 5 o 2 -1
0 0 -1 -2

[16] Data la matrice:
a 2
A=| -3 5 -2
-4 4 -1

i) determinare per quali valori del paramettda matriceA ammette I'autovalor@ = 1.
il) Postoa = 0, esistono 3 autovettori di linearmente indipendenti?

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica

15



16 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[17] Siconsiderino le seguenti matrici:

1 0 O
A=l1 -1 0
2 3 2

1 0 O
, B={ 0 -1 0.

i) Determinare (se esiste) una matrieg¢ale cheP~*AP = B.
ii) Esiste una matrice ortogonaf@ tale cheQ*AQ = B?

[18] Data la seguente matrice:

(O h h )
A= 1 h2-h 1
h-1 0 h-1

i) trovare il valore dih per cuiA abbia rango minore di 3.
Postoh = 1 nella matriceA:

i) determinare autovalori ed autovettori Al

iii) A & diagonalizzabile?

[19] Data la matrice:
1 2 -4
A= 2 -2 -2 |,
-4 -2 1

trovare:

i) gli autovalori e gli autospazi di,;

i) una base ortonormale i3 costituita da autovettori di;

iii) una matrice ortogonal® tale cheP~*AP sia una matrice diagonale.

[20] Sia data la matrice:

A=

3 2 1
-3 -2 h+1 |, heR,
6 4 2

i) trovare il valore dih per il quale la matricéd ha un autovalore eguale a 3.

i) Postoh = -2, provare chéA & diagonalizzabile, trovare una matrice diagorialed il cambiamento di base
che la realizzi.

[21] Dire se la matrice:

1 -2 4 1
2 3 9 -1

A=l1 0 6 -5 |
2 .5 7 5

ammette I'autovalora = 0.

Universit@ di Torino



Capitolo 4 — Autovalori e autovettori 17

[22] Alvariare dia € R, discutere e risolvere il sistema lineare omogeA&o= 0 dove:

1 -1 a+2 X1
A=f2a+1 -1 0 |, X=[x
0 0 a X3

Postoa = —1, scrivere la matric® = 'A+ A e trovare gli autovalori dB.

[23] E assegnata la matrice:

0 a -1 0
a 0 1 0

A= 11 -1 0 ,aeR.
0O 0 0 a

i) Dire per quali valori del parametra, la matrice ha rango massimo.
ii) Postoa = 0, trovare autovalori ed autovettori 4i

[24] Data la matrice:

2 1 a
A=|l1 1 -1 |, aeR,
a -1 2

i) trovare i valori dia per i quali il rango diA & 2.
ii) Postoa = 0, trovare autovalori ed autovettori Ai

[25] Data la matrice:

0
A=| 2
a

PN
]
p ——
Q
m
Z

i) trovare i valori dia per i quali il rango diA & 2.
i) Postoa = 2, trovare autovalori ed autovettori 4i

[26] Sono date le seguenti matrici:

(1 0 1 ) ( x) (0)
A=| 1 h 2 |, x=|y]|, B=|1] heR.
-1 h 1-h? z h

i) Discutere, al variare del parametngle soluzioni dell’'equazion&X = B.

Postoh = 0 nella matriceA:

i) scrivere la matriceC = AA e ridurla a forma diagonale;

iii) dire se i vettori rappresentati dalle righe della matriEeostituiscono una base ortonormale dello sp&Zzjo

[27] Sono date le seguenti matrici:

1 0 1 X 0
A= 2 h+1 1 |, X=|y|, B= 1 |, heR.
-h2-2h h+1 -1 z h+1
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i) Discutere, al variare del parametngle soluzioni dell’equaziondX = B.

Postoh = —1 nella matriceA:

i) scrivere la matriceB = A'A e ridurla a forma diagonale.

iii) dire se i vettori rappresentati dalle righe della matriEeostituiscono una base ortonormale dello sp&Zzjo

[28] E data la matrice:

(0 -1 k)
A= -1 h -1, hkeR.
k -1 0

i) Determinare per quali valori di,k € R A & invertibile.

Postoh=0,k=1,

i) verificato cheA & diagonalizzabile, determinare una matrice diagoBakeuna matrice invertibilé tale che

D = P'AP.

i) Dire perché la matriceA é ortogonalmente diagonalizzabile e trovare una matrice ortogonale che la diagonal-
izzi.

[29] Sia A e R™" una matrice invertibile.
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovaloridde gli autovalori diA™1.

i) Supponendo chd@ sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice inverl@lena matrice diago-
nale D tali che P~*AP = D, verificare cheA™! & diagonalizzabile e determinare una matftee una matriced’
tali che(P) 1A 1P’ = D’.

[30] SiaA e R™. SiconsideriA? = AA.
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovalorixe gli autovalori diA2.

i) Supponendo chd sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice inverl@lena matrice diago-
naleD tali che P~ AP = D, verificare cheA? & diagonalizzabile e determinare una matit‘ee una matriceD’
tali che (P)1A%P' = D',

[31] Data la matrice:

[oNeN e
[oNeNeN
NEF— OO
=N OO

determinarne autovalori e autospazi e dire skagonalizzabile.

[32] Data la matrice:

(1 1 1)
A=l -1 0 1|,
2 10

i) determinarne gli autovalori.
i) A diagonalizzabile? In caso affermativo, determinare una mairizde cheB ~AB sia una matrice diagonale.
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[33] i) Per quali valori del parametro il sistema:

( x—hy+z=1
Jx+hy—z=0
I\3x—y+z=2, heR,

ammette infinite soluzioni?

DettaA la matrice dei coefficienti del sistema:
ii) trovare per quali valori dh esisteA™?;

i) posto h = 1, dire seA & diagonalizzabile.

[34] SiaA e R"", dimostrare, oppure dare un controesempio alle seguenti implicazioni:
i) A diagonalizzabiles> A invertibile;
i) A invertibile = A diagonalizzabile.

[35] Sia:
(1 -3 5)
A=l 3 2 1|
5 -4 0

determinare la matricB = A+ 'A. Verificare cheB & diagonalizzabile e scrivere una matrigediagonale, simile
aB.

[36] Sia:
1 0 -1 0
0 -1 1 0
A= 0 0 1 1] keR.
0 0 k O

i) Per quali valori dik A € invertibile?
i) Per quali valori dik A € diagonalizzabile?

[37] Si considerila matrice simmetrica:

[ 2 -2 -1 J

A=| -2 5 2 |.

-1 2 2

i) Decidere seA & invertibile e, in caso affermativo, determinae? .

i) Calcolare gli autovalori e gli autospazi @éi.

iii) Determinare una matric® (non ortogonale) tale che AP = D, doveD & una matrice diagonale.
iv) Determinare una matrice ortogonaletale cheQ *AQ = D.

[38] Determinare, al variare del parametro refajeé casi in cui la seguente matridee R 32 & diagonalizzabile:

1 01
A= 0 1 h
-2 21
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[39] Verificare che la matrice:

4 0 2 2
0 -1 -1 1
A=l 2 21 0 o
2 1 0 O

& diagonalizzabile e determinare una matc¢ediagonale, simile adh.

[40] Verificare che la matrice:

1 2 -1 0
2 3 20
A=l 21 2 1 0
0 0 0 O

& diagonalizzabile e determinare una matc¢ediagonale, simile ad\.

[41] Verificare che la matrice:

-2 -10 O
A=| 2 7 0
-3 -6 1

& diagonalizzabile e determinare una matiictale cheB~1AB sia diagonale.

[42] Verificare che la matrice:
(-10 -14 0 )
A=| 6 9 0
-9 -18 -1

& diagonalizzabile e determinare una matBctale cheB*AB sia diagonale.

[43] Determinare per quali valori del parametro rellia matrice:

1 0 0 0
A k>-1 1 0 0
T K30 —2Kk5 4+ 3k3 0 1 0
5k +5 K+k K-k 1
e:
i) invertibile,

i) diagonalizzabile.

[44] i) Data la matrice:

0 1 1 h
A=|1 -1 0 -1 |, heR,
1 0 1 O

determinare il rango dA, al variare dih e R.
ii) Postoh = 1, trovare autovalori e autospazi della matrBe= A'A e scrivere una matric® che diagonalizzi
ortogonalmentd.
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[45] Data la matrice

, heR,

oNvO D

0
-1

0

1

o O
Eel e}

stabilire per quali valori dh € R la matriceA &, rispettivamente:
i) invertibile,
i) diagonalizzabile.

[46] Sia A una matrice quadrata qualsiasi.
i) Provare cheA e la matrice trasposté hanno gli stessi autovalori.
ii) Trovare gli autospazi d& e 'A dove:

2 -3 0 3
3 -4 0 3
A=lo 3 2 -3
3 -3 0 2
e stabilire se coincidono oppure no (ricordare il punto i).
[47] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:
2 3 1
A=| -2 -3 h
4 6 2
e diagonalizzabile.
[48] Si consideri la matrice:
1 0O
A= 0 1 a|.
0 0D

Determinare per quali valori di,b € R A & diagonalizzabile, e, in questi casi, determinare una matrice diagonale
A’ simile adA e una matriceB tale cheA’ = B™AB.

1 0 O 1 0 O
1 -1 0|, B=|0 -1 0
2 3 2 0O 0 2

i) Dire se A e B sono matrici simili, giustificando la risposta.
ii) Determinare (se esiste) una matrice invertitifleale cheP AP = B.

[49] Siconsiderino le matrici:

A=

[50] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

A=

S OR
R N O

e =)
~—_———

e diagonalizzabile.
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[51] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

2 0 0
2-h -1+h -1

-2+h 0 h

A=

e diagonalizzabile.

Universit@ di Torino



Capitolo 5

Geometria analitica nel piano

Tutti gli esercizi di questo capitolo sono assegnati nel piano ordinario, rispetto ad un riferimento carfesiano
O, x,y).

Ridurre a forma canonica le seguenti coniche, studiarle e scrivere esplicitamente il cambiamento di riferimento
usato:

[1] 2x3—y? —4x+2y-3=0.

[2] 32 +y?—6x+1=0.

[38] ¥*+y?*+1=0.

[4 2@ -2xy+2y*+2x-1=0.
[5] X2 +Yy2—2x+4y-2=0.

[6] x2-y?=0.

[7] X°+4xy—2y?> —2x+4y+1=0.
[8] X*+y?=0.

[9] X2 +3y?—4x+6y+1=0.

[10] X2+ 2xy+x—-y=0.

[11] y*-xy+1=0.
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(12]

(13]

(14]

[15]

(16]

(17]

(18]

(19]

[20]

[21]

[22]

(23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

(30]
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X2 —3xy +y2 —4\/2(x-y) +6=0.
x?+y?-1=0.
4X%+y?)—3x+4=0.

X2+ 6xy — 7y? — 2x— 6y — 19=0.
3x° + 4xy + 3y + 2x— 2y -3 =0.
32+ 4xy + 3y’ - 2x+2y-3=0.
X%+ 2xy + 3y? + 6x+ 2y + 1 = 0.
X2 —2xy +y> —2x-2y =0.

X2 —2xy—y>+2y+1=0.

X2 —2xy—2y>+1=0.
5 1
X2 —xy — Zy2—2x+6y+6=0.

72+ 8xy +y?+9x—1=0.

X2+ 4y? —4x -8y +7=0.

4% +y? —8x—4y+7=0.

X% — 4xy + 4y? + 5y — 9 = 0.

7x2 +8xy + Y% + 9x+ 6y — 1= 0.
2% + 4xy —y? + 6y — 8 = 0.

X2+ 2xy + 3y + 10x— 2y + 9= 0.

X2 —xy+4y’>-1=0.

Universi@ di Torino



Capitolo 5 — Geometria analitica nel piano 25

[31] 2x? —3xy—2y? - 5x+ 10y—-5=0.
[32] 2x2-5xy -3y’ +7y—-2=0.

[33] 3%+ 2xy+3y? —4x+4y+2=0.
[34] 2% + 4xy + 5y —4x -2y +2 = 0.
[35] 5X%+4xy+2y? —2x—4y+2=0.
[36] (2x+ 3y)x+ 4x+6y=0.

[37] DatiipuntiA=(2,-1) eB=(4,-3),

i) scrivere I'equazione del fascio di circonferenze passantipeB.

i) Determinare la circonferenza del fascio avente centro sulla sgitsssante peh parallela all'asssy.
iii) Riconoscere e disegnare la conica di equaziotfe: 4y? — 4x + 8y — 1 = 0.

[38] Dati la circonferenza di equazione(x — 2)2 + (y — 1)> = 5 ed il vettorev = 3i - 6j,
i) utilizzando il calcolo vettoriale, calcolare I'area del triangolo individuato dai vettozij.
i) Verificare che la retta per I'origine e parallelavaé tangente alla circonferenza

iii) Determinare le circonferenze del piano, tangenii aell’origine e di raggio — .

V5

[39] Dateleretter : y=1eds: x+y-5=0, determinare:

i) la circonferenza tangente alla rettanel suo puntd® = (2, 1) ed avente centro ss|
ii) il punto Q simmetrico diP rispetto ads;

iii) la distanza diP das;

iv) 'equazione della parabola di fuod® e direttrices.

[40] Determinare I'area del triangoldBC, conA = (1,1),B=(4,2),C = (2,3).

[41] Scrivere I'equazione della circonferenzatangente nell’'origine allaretgx+ 3y = 0 e avente il centro sulla
rettas: x+2y—-2=0.

[42] DatiipuntiO = (0,0),A = (3,0) e B = (2,3), determinare le coordinate del punto d’incontro delle altezze
(ortocentro) del triangol®AB.

[43] Determinare I'equazione della circonferenza tangente alle duerretye= 0, s: y = 5 e con centro sulla
rettat : 3x—-7y+7=0.

[44] Dati i puntiO = (0,0),A = (4,0) e B = (2,4), determinare le coordinate del punto d’incontro degli assi
(circocentro) del triangol®AB.
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[45] Scrivere I'equazione della circonferenza passante per I'origine, per il purta—1,1) e che stacca sulla
rettar : x+y— 2 = 0 una corda di lunghezza\2.

[46] Determinare le coordinate del verti€edel parallelogrammaBCD conA = (1,2),B=(2,3) eC = (5,4).

[47] Determinare le equazioni delle circonferenze passanti per l'origine, per il pustq1,0) e tangenti alla
rettar : x—2y+1=0.

[48] Dato il triangolo7™ di vertici A= (4,5),B=(1,2),C = (-1, 3),

i) determinarne 'area ed il perimetro.

if) Determinare il vertice/ di un triangolo isoscele avente la stessa area @i la stessa bas&B.

iii) Osservato che il triangold™ & ottusangolo irB, determinare il cerchio di area minima contenente
iv) Determinare I'equazione della parabola di fuoco il puAte direttriceBC.

. . 1 5
[49] DatiipuntiP; = (1, 4_1) eph, = (3, Z)’
i) determinare I'area e il perimetro del quadr&l@avente come diagonak;P;.

if) Determinare I'equazione della circonferenza circoscrit@.a

iii) Determinare I'equazione dell’elliss&€ di fuochi P; e P, e semiasse maggiore di lunghezza pari al lato del
guadrato®. (Non occorre sviluppare i calcoli).
iv) Dire se gli altri due vertici diQ sono contenuti ir€, giustificando la risposta.

[50] Data la famiglia di curve:

ya: (@ -DX®+2axy+2x+2xy—-1=0, acR,

i) determinare per quali valori del parametioy , € degenere.

ii) Postoa = 1, verificare chey; @ un’iperbole. Determinare la sua forma canonica e scrivere le equazioni del
cambiamento di riferimento usato.

[51] Per quali valori dih € R la conica:

(h=1)x% + (h+ 1)y? — 2V3xy + 2x —

\/5(2— 2)y: 0

€ una parabola non degenere del piano?
Determinare, rispetto ad un opportuno riferimento cartesiano, la forma canonica di tale parabola.
Scrivere, inoltre, esplicitamente il cambiamento di riferimento usato.

[52] Data la matrice:
2 2
(2 5)

i) determinare, se esiste, una matrice ortogofaleon determinante positivo) in modo tale cRe'AP sia una
matrice diagonale.
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if) Considerata la conica:
2 +4xy—y?*-1=0

classificarla, ridurla a forma canonica e scrivere le equazioni del cambiamento di riferimento usato.

[53] Data la conica:
5x% + 24xy — 5y? — 6x— 4y + 2 = 0,

i) riconoscere che si tratta di un’iperbole e scrivere esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento che
permettono di rappresentarla in forma canonica.

i) Determinarne (nel riferiment® = (O, x,y)) le coordinate del centro, le equazioni degli assi e degli asintoti.

[54] Determinare vertice, asse e forma canonica della pargbdi@quazione:

42 —4xy +y?> —y = 0.

[55] Ridurre a forma canonica I'equazione della conica:

5x% +4xy + 2y’ —6x+1=0

e scrivere le equazioni dei suoi assi.

[56] Ridurre a forma canonica I'equazione della conica:

7x? —8xy +y? —6x+ 6y +1 =0,

e determinarne le equazioni degli assi.

[57] Si consideri il fascio di coniche:

OC—y =2+ 2y+ D +t0¢ +y* - 2x-2y) =0, t e R.

i) Per quali valori dit si ottengono coniche degeneri?
i) Verificare che tutte le coniche non degeneri del fascio hanno lo stesso centro.
iii) Ridurre a forma canonica la conica del fascio passante per il pRa{q0, 1).

[58] Data la famiglia di coniche:

3%+ 2axy + 3y +2x—2y-3=0, acR,

i) si studi il tipo di conica, al variare d.
i) Si trovi I'equazione in forma canonica della conica corrispondente al valoetel del parametro ed il relativo
cambiamento di riferimento.
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[59] Data la famiglia di coniche:
Co:t¢+txy-y —-y-t=0teR,

i) classificare le coniche di;, al variare dit € R.
i) Scrivere in forma canonica le equazioni delle parabole appartenénti a
iii) Postot = -4, scrivere in forma canonica la conica appartenerie aos ottenuta.

[60] Data la famiglia di coniche:

Cri: X -y - AV +Xx+21=0, L eR,

i) classificare le coniche dr,, al variare dil € R.
i) Scrivere in forma canonica le equazioni delle parabole appartenénti a
iii) Posto A = -4, scrivere in forma canonica la conica apparteneritg @09 ottenuta.

[61] Sono date le coniche di equazione:

X +2hxy+y>+2x+h=0, heR,

i) riconoscere il tipo di conica al variare del paraméetro
i) Trovare per quali valori dh la conica ha il centro sulla retta di equazione 1.

[62] Data la conica:
X2 — Xy + %y2—2x+6y+6=0,

i) verificare che nor riducibile;
ii) verificare chee una parabola;

. N 9 6 , .
iii) sapendo che il verticeV = (B = 5)' trovare I'asse e la tangente nel vertice;

iv) verificare chee’la parabola di fuoc& = (1, -2) e direttriced : x+ 2y — 1 = 0.

[63] Classificare e scrivere in forma canonica la conica:

X2 -2y +4x—4y -2 =0,
determinare centro, assi ed eventuali asintoti.

[64] Data la conica:
A% —2xy+ 3y’ + 2x+ 2y = 0,

i) ereale?

i) E riducibile?

iii) Ha centro?

iv) Di che conica si tratta?

V) Ricavarne I'equazione canonica.
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[65] Data la conica:
2Xy—-x-y+1=0,

i) verificare che nor riducibile;

i) verificare chee'un’iperbole equilatera;

iii) trovarne il centro;

iv) determinarne gli asintoti;

v) verificare che la conica passa pgee (0, 1) e trovarne la tangente iR.

[66] Studiare la conica di equazione:
4xy —3y*-8=0,

ridurla a forma canonica e determinare le equazioni degli assi e degli asintoti.

[67] Riconoscere che, nel piano, 'equazione:

X—2Xy+y? +1x+2y+7=0

rappresenta una parabola di cui si chiedono le coordinate del vertice e I'equazione dell'asse.

[68] Riconoscere che, nel piano, I'equazione:

X2 —2xy+ Ty? +34x+ 2y +31=0

rappresenta un’ellisse di cui si chiedono le coordinate dei vertici.

[69] Classificare, al variare del parametre R, la conica:

X2 + 2hxy + 4y? + 8x — 6y = 0.

Postoh = 0, ridurre la conica cattenuta a forma canonica e determinare il cambiamento di riferimento usato
per tale riduzione.
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Capitolo 6

Geometria analitica nello spazio

Tutti gli esercizi di questo capitolo sono assegnati nello spazio ordinario, rispetto ad un riferimento cartesiano
R=(0,xy,2 =R=(0,1jk).

[1] Dateleretter : x—-y=2x—z+5=0,S:X-y—-6=x-2y+z2-6=0et:3x-22+2=3y+z-4=0,
i) scrivere le equazioni della rettaincidenter ed s e parallela & .
i) Trovare I'equazione della sferd passante peri punf = (1,1,2) e B = (2,1,1) e tangente alla rett nel

puntoC = (0,1, 1).
. - . . . 14 .
iii) Determinare le equazioni delle circonferenze contenute nella &feeswventi raggior = 3 e tangenti alla

rettat.

[2] Determinare le equazioni della circonferenza tangente nell’origine alla retta:

!x=2t
r:-3 y=3

| z=—t, teRr

e passante per il punty= (1,0,1).

[3] Datii piani:
m:X+y+z-h=0, m:x+ky=0, n3:X+y-z-1=0, hkeR,

i) studiare, al variare dn e k in campo reale, la loro posizione reciproca.

ii) Postoh =1, k = -1, si consideri la retta = 7, N 1. Determinare le equazioni della redasimmetrica dir
rispetto al pianarg, e scrivere I'equazione del piano che contiered s.

iii) Trovare I equazione della sfera passante per il pukte (3, 1, 1) e tangente al pianm3 nel puntoB = (1,1,1).

[4] Datii punti: C = (% _71 g),Pz (-1,0,0),Q = (0,1,3), R=(0,0,1) ed il pianor : x—y = 0,
: : , : : N7
i) determinare I'equazione della sfe¥a di centroC e raggio -

i) Trovare I'equazione del piano passante peripuni, Q e R.

iii) Determinare I'equazione della sfeks avente il centro sul pianm, e contenente la circonferengantersezione
della sferax; con il pianoc.
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[5] Datiil puntoA=(3,-3,1) e le rette:

[ 2X-y+3z+5=0 f x+2y-1=0
"l X-y+2z+1=0, "l y-z-2=0,

i) determinare I'equazione del piamopassante peA, parallelo ar e as.
i) Scrivere I'equazione della sfera tangente & A e avente il centro sul piancy.

[6] Date le retteir : x—2 = y—-5 = 0 eds: passante per l'origine, parallela al pianx 82y +z+5=0 e
complanare con la retta di equaziomi- y + z =y — 3 = 0, verificare cha e s sono sghembe e determinare la
loro minima distanza.

[7] Determinare le equazioni della circonferenza passante perifuntil, —2,1), B=(0,2,4),C =(2,-1,3).
[8] Datiil pianon: kx—y+hz—1=0 e laretta

. { x-hz-2=0
“l X+y=0,
i) stabilire per quali valoridhek e R:
a) la retta ed il piano sono incidenti;
b) la rettae parallela al piano;
c) la rettae contenuta nel piano;
d) la retta ed il piano sono perpendicolari.
i) Si pongah = k = 1 e si considerino i punth = (2,1,0) e B = (0,2, 2). Si verifichi che le rettes, passante per
A e perpendicolare a, et, passante peB e parallela a, sono sghembe.

[9] Determinare tutte le circonferenze del pigne 0 tangenti all'asse nel puntoP = (0,0, 1).

[10] Datiil pianox: 2x+y =0 eipuntiA = (0,0,2),B = (1,-2,0) di , determinare il luogo dei pun@ di =
tali che I'area del triangol@\BC sia 6.

[11] Dati i punti: A = (1,2,0),B = (0,0,4),C = (-1,-2,2), determinare le equazioni della circonferenza
circoscritta al triangolcA\BC.

[12] Datiil puntoA = (9,0,0) e il vettoreu = 2i - k,

i) si trovi 'equazione del piana passante peA e ortogonale agh.

i) Si determini I'equazione della sfera tangente al piana nel puntoP = (7,1, -4) e avente il centro sul piano
a:X-y+z=0.

iii) Si trovino, infine, le equazioni della retta tangent& én P e parallela al piano coordinata.

[13] i) Si determini il pianor contenente la retta:

Ix=t
r:s y=2t-1
lz=-t+1, teR
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e passante per l'origine.
ii) Dopo aver verificato che l'intersezione della sfefa x2 + y? + 22 — 2x+ 2z -2 = 0 con il pianor & una
circonferenzarealg, sitrovi'equazione della sferd’ contenentes e avente il centro sul piane: x+2y—-1 = 0.

[14] Date le rette:

( x=at+1
i y-z+2 s{ 2 Irisg
tz=a+& t eR, o

al variare dei parametd e b in campo reale, si studi la mutua posizione did s.

[15] i) Determinare I'equazione del piano passante per il pénto(2, —3,0), parallelo allaretta : x=y=-ze
perpendicolare al piano: X+y+2z= 2.

i) Tra tutte le sfere tangenti al piano nel puntoB = (1,-1,2), determinare quella tangente alla sféta:
X? +y? + 2 = 16.

[16] Nello spazio vettoriale reaMs, rispetto ad una base ortonormale posit®e& (i, j, k), sono dati i vettori:

u=(1,2,3),v=(-10-2, w=(310.

i) Determinare, se esiste, un vettatedi V3 tale che: x sia ortogonale a1, x sia complanare a1 e av, la
proiezione ortogonale di suw sia —2w.

i) Determinare le equazioni delle retéee b tali che: a passa per il punté = (0, 1, -1) edée parallela al vettore
u, b passa per il punt® = (-3,0, 2), € complanare ad ede ortogonale & .

i) Calcolare la distanza dell’origine dalla retta
iv) Scrivere I'equazione della sfera avente centr®ie tangente alla retta.

[17] Data la circonferenza del pianoz+ 1 = 0, di centroQ = (2,3,-1) e raggiop = /3, determinare le
equazioni delle sfere passanti pee tangenti alla retth: x=y—-3 = 0.

18] Scrivere le equazioni della ret® perpendicolare al piang : 2x+ 2y —z+ 1 = 0 e incidente le rette
a:x-3=y-3z=0eb:x=-2t,y=-2,z=t.

[19] i) Determinare le equazioni della rettapassante per I'origine, incidente la retta

!x=t
S:q y=-3

| z=2-t, teR

e ortogonale al vettora = (0, 1, 2).
i) Scrivere I'equazione della sfetaavente il centro sulla rettae passante peri punti= (1,0,0)eB = (0,0, 1).

iii) Determinare I'equazione del luogo dei centri delle circonferenze appartenErdiaventi raggloé .
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[20] Date le rette:
IXZZH Ix=3+u
r.-q y=-1-t e s:{ y=2+u

lz=4+3t, teR lz=4+u, ueR,

i) verificare che sono sghembe e determinare le equazioni della loro perpendicolare comune.

i) Scrivere le equazioni della circonferenza tangente atkl puntoP = (2,-1,4) e passante per il puntd =
(0,0,1).

[21] Data la sfera:
T X4y 4+ -24x+3y+4z+4=0,

i) determinare le equazioni della retigparallela al pianxy e tangente & nel puntoA = (0,0, -2), e le equazioni
della rettab parallela al pianoz e tangente & nel puntoB = (24, -3, -2).

i) Verificare che le rettea e b sono sghembe e determinare la loro minima distanza.

[22] Datiil puntoP = (1,2,-1) e le rette:

2-x y-1 z=0
=Ty b'{ -y-2=0,

i) determinare le equazioni della rettgpassante peP, perpendicolare alla rettae incidente la retta.

i) Scrivere I'equazione della sfera, passante per il puntB, che interseca il piangy secondo la circonferenza
v 1 X% +y? — 2(x+Yy) — 2 = 0 (scritta in tale piano).

[23] Determinare le equazioni dei pianie 8 passanti per la retta: 2x+ 1 = y— 4 = z e aventi distanza (in
valore assoluto) €2 dal puntoP = (1, -1, -1).

[24] Date le rette:

[ X—-y+z=0 ) x+y-1=0
|l y+3z=0, "l y+3z-2=0,

i) verificare cher e s sono sghembe e determinare la loro minima distanza.

ii) Determinare le equazioni delle sfere aventi il centro sulla rett@ tangenti al piano:z = 0. Tali sfere
appartengono ad un fascio?

[25] i) Scrivere le equazioni delle rette appartenenti al pianx -y + 3 = 0, parallele al pian@ : x—z+1=0

e aventi distanza = v/14 dal puntoA = (1, -1, 0).

if) Determinare centro e raggio della circonferenza intersezione del piarom la sfera di centro 'origine e raggio
p=4.

[26] Fratutte le sfere passanti per la circonferenza:
f X+ +Z2-9=0
Tl 2X+4y+4z-9=0,

determinare quelle tangenti al piare= 3.
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[27] Fratutte le sfere passanti per la circonferenza:
[ XR+y?+72-9=0
|l 2X+4y+4z-9=0,

determinare quelle aventi raggio= 3v/3.

[28] Determinare la lunghezza della proiezione ortogonale del segméhitaon A = (0,0,1) e B = (1,2,3),
sulla retta:

{ X—y+z=0
r:
X+y-z=0.

[29] Determinare le equazioni della retta tangente nell’origine (0, 0, 0) alla circonferenza:

f R+ +Z2+x+y=0
V'l R+y2+2-y+2z=0,

[30] Determinare le coordinate del punto simmetrico dell’'origihe (0, 0, 0) rispetto alla retta:

, X+y+z=0
"1 x+y-1=0.

[31] Fra tutte le sfere tangenti al piamo: X+ y + z = 2 nel puntoP = (1, -1, 2), determinare quelle secanti il
pianoxy secondo una circonferenza di raggi®.

[32] Datiil pianox : x+y+z= 0 eil puntoP = (0,0, 1), determinare le equazioni delle retterdiparallele al
piano coordinatoy e aventi distanza = v/2 (in valore assoluto) dR.

[33] Determinare le equazioni delle sfere tangenti ai piani coordizadixz e passanti peri punt = (1,3,2) e
B=(31-2).

[34] Data la circonferenza:
f ®+y?+72-9=0
| 2x+5y+6z=0,

i) verificare che il puntA = (3,0, —1) del pianor : 2x + 5y + 62 = 0 é esterno alla circonferenza
i) Determinare le equazioni delle rette del pianaiscenti daA e tangenti alla circonferenza

[35] Determinare le equazioni delle sfere tangenti al pianx—y+ 2z— 1 = 0 nel puntoP = (1,0, 0) e tangenti
all'assez.
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[36] Determinare, al variare dei parametri reale k, la mutua posizione delle rette:

a: Xx+hy+z=0 b X-y+hz-1=0
"l 2X-y+3z+k=0, "l 2X-y+z+k=0.

[37] Determinare I'equazione della sfera passante per il pénte (1,1,-1) e per la circonferenza di centro
3 . 1 .
C= (2, 5,2) e raggiop = > del pianoz: x+2y+z—-7=0.

[38] Determinare le coordinate del purfd simmetrico del puntd = (1, -2, 4) rispetto al pianor di equazione
X+y—-2z-3=0.

[39] Determinare le equazioni delle sfere tangenti al pian@x+y—2z—-6 = 0 nel puntoP = (2, 2, 0) e tangenti
allarettar: x+z+2=y-2=0.

[40] Determinare, al variare dei parametri realé k, la mutua posizione dei 3 piani:

m: X+hy+z=0, np: x-y+hz-1=0, n3: 2xX+hy+z+k=0.

[41] Datiil puntoP = (1,2,-1) e le rette:

2-x y-1 ) z=0
— =3 =1-2z S: {3x—y—2=0,

determinare:

i) l'equazione della sfera passante per il puntbl = (0,0,2+/33) che interseca il pianay secondo la circon-
ferenza:
y: X+ Yy —24(x+Yy)—132=0,

(scritta nel pianoxy);
i) le equazioni della rettd passante pdP, perpendicolare alla rettae incidente la retta;
iii) I'area del triangoloMNP doveM e N sono i punti di intersezione della reftecon la sferax.

[42] Datiipunti: Pp=(2,0,0), P, =(3,2,-1), Ps =(-2,1,1), P, = (0,0, 2),

i) dettaH la proiezione ortogonale d?; su P;P, e dettaK la proiezione ortogonale dt; suP;P,, determinare le
equazioni delle rett®;H e P;K e studiarne la loro mutua posizione.

i) Scrivere le equazioni della circonferenza circoscritta al triandalé;Ps.

[43] Date le rette:

) X+y+2z-1=0 e ) Xx=2y+z+1=0
LY x+2y+z+41=0 2\ x-4dy+1=0,

i) verificare ches; e s, sono sghembe.

i) Scrivere le equazioni della rettaperpendicolare comunesg € as;.

iii) Determinare le coordinate dei punti di intersezidke=s, NneP, =5 Nn.
iv) Determinare I'equazione della sfera tangent & as, nei puntiP; e P;.
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[44] Determinare le equazioni della retta tangent®ia (0, 0, 1) alla sfera di equazione:

X+yY+Z-2X+y-2=0

e che interseca la retta:

x—l_
> =Yy

lz—2=0.

S:

[45] Assegnati il puntA = (1

> -1, —2) sul pianor : 2x—y + z= 0 e la rettas di equazioni:

x-1=0
3y-z+1=0,

determinare:

. o . 3

i) le equazioni delle rette di, che passano pék e che formano cos un angoloy tale che cog = 5 V2;
i) 'equazione della sfera di centr& e tangente alla retta.

[46] Dati la sfera:
X+ Y+ -2x—4y-22=0,

e il piano:
nT:X+y—-z=0,

determinare:
i) le coordinate del centro ed il raggio della circonferepzatersezione dE conr;
i) le equazioni della retta tangenteyanell’origine O = (0, 0, 0).

[47] Dati il piano:
e laretta:

determinare:

i) le equazioni della retta” simmetrica dir rispetto ade;

i) 'equazione del piano individuato dae dar”’;

iii) le equazioni delle bisettrici degli angoli formati dae dar’;

iv) le equazioni delle sfere aventi il centro sulla rettdangenti al pianar e passanti per il punté = (2,0, -2).
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[48] Dati la retta:
[ X-y+z=0
Tl X+y+z-1=0,
1 17 .
il punto A = (1, 2, —5) eh= g , determinare:
i) i punti di r che hanno distanZadaA;
i) 'equazione della sfera tangente Mal piano passante pére perr e avente il centro sul piang:.= 0.

[49] i) Discutere, al variare dei parametrie k in R, la posizione reciproca dei tre piani:

M X—2y+hz=1,
7r2:2X—4y—kz= 27
n3:(h=kKx+k-4y—-(h+2kz=4-h.

i) Postoh = 1, k = 2, i pianizy e m; siincontrano in una retta. Scrivere le equazioni delle sfere tangentiesa
7o (contemporaneamente) e passanti per il puhto(2,0,0).

[50] Determinare le equazioni delle rette parallele al piaype tangenti alla circonferenza:

f ®+y?+Z2-2x+3y=0
"l X+2y+z+2=0.

[51] Datiil piano:zn: x+hy+4z+k=0, (h,ke R) e laretta:

. 2X-y+z-1=0
|l Sx-z+2=0,

i) studiare la loro mutua posizione al variare dei parantekic R.
i) Trovare le equazioni della circonferenzadi centroC = (2,0, 3) che stacca su una corda di Iunghezza\ﬁ.
iii) Scrivere le equazioni delle rette tangentygarallele al vettorea = 2i — j + k.

[52] Scrivere le equazioni delle rette passanti per il puvite: (0,0, 1), parallele al pianar: x + z= 0 e tangenti
alla superficie sferica di cent© = (0, 4, 2) e raggior = 2.

[53] Date le rette:
. X+az+1=0 | x+y-a=0
ax+y-7=0, "1ly-1=0,

i) studiare la loro posizione reciproca stabilendo per quali valoa @ R le rette sono: sghembe, incidenti,
parallele, coincidenti.

i) Postoa = -2, trovare il piano che contiene le due rette.

iii) Postoa = 1, trovare I'equazione della sfera tangente ad entrambe le rette ed avente diametro di lunghezza pari
alla distanza tra eds.
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[54] Datiil pianonr:2x—3y+hz+1=0 e le rette:

X=-1+t
R oL
=Y | z=t, teR,

i) stabilire per quali valori dh,k € R:
a) la rettar e il pianoz sono incidenti;
b) la rettar e il pianox sono paralleli;
c) larettar & contenuta nel piano.
ii) Postoh = -2 ek = -3, trovare le equazioni della retta perpendicolareed incidente sia sias.

iii) Posto h = 0, determinare il centro e il raggio della circonferenza= £ Nz, dove X & la sfera di centro
C = (3,-2,-2) tangente al piana’ : x+y+z-8=0.

[55] Date le rette:

) x+y-2=0 ) x=-y-2z=0
| x+z-4=0, | X-2y-z-4=0,

i) determinare I'equazione del piano contenepte perpendicolare q.

i) Determinare la retta passante p&y = (1,0, -1), perpendicolare ® ed incidente la rett& : x -y + z =
X+y-7=0.

iii) Scrivere le equazioni delle sfere di raggi$2, aventi centro sy e tangenti al piana : x— z+ 2 = 0.

[56] Date le rette:

] X+2y+z=0 S 2x+y+5=0
"l y+z-2=0, 2x—z+10=0,

i) verificare che le rette ed s sono parallele e trovare I'equazione del piano che le contiene.
i) Calcolare la distanza tra le retteed s.

iii) Determinare le equazioni delle sfere aventi centra ®itangenti sia al piang : 2x—2y+z—1 = 0 sia alla
rettas.

[57] Datii piani:

m:X—hy+z-1=0, m:2X+y+(1-hz+1-h=0, n3:(h-1x+3y-2z=0,

i) determinare, per ogrii € R, la loro posizione reciproca.

if) Postoh = 0, si considerino la retta= 71 N, ed il puntoA = r N 3. Scrivere le equazioni della retta passante
perA, perpendicolare ad e parallela al piana 3.

iii) Trovare I'equazione della sfera tangente4ral pianon 3 ed avente centro sulla retta Xx+2y—5=y+z-8 = 0.

[58] DatiipuntiPy=(-1,0,0), P, =(0,0,3) elarettas: x=y = z,
i) trovare le equazioni della rettapassante pelPy, perpendicolare ed incidente la refta
i) Scrivere le equazioni delle sfere tangenti all'agseel puntoPy, passanti per il punt®, e tangenti alla retta.
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[59] Datiil pianor: x+2y—2z+1=0elarettar : 2x+y+z=2x-y-3z=0,
i) scrivere I'equazione del piano contenente perpendicolare a.

ii) Determinare i punti della retta: x+y = x—z= 0 che hanno distanzh= > dalla rettar.

iii) Sia v la circonferenza intersezione del piam@on la sferaZ : x2 + y? + 22 — 2x— 2y + h = 0. Trovare il valore
di h € R in modo tale che il raggio dy sia 1.

[60] Datiil puntoA = (-1,0,1) e i piani:
a:Xx-z-3=0, B:y-z-1=0,

i) scrivere le equazioni delle rette contenute nel pianparallele al piang ed aventi distanza/13 dal puntoA.
ii) Sia y la circonferenza intersezione del piaficcon la sfera di centr@\ e raggio V6. Stabilire se il punto
B = (2,1,0) del pianog & interno o esterno g.

iii) Trovare le rette tangenti & parallele al pianar.

[61] DatiipuntiA=(3,-2,0),B=(-3,1,-3) elaretta:

. 2y-z+1=0
"l x=-3y+z-3=0,

i) dopo aver verificato che le rett®B ed r sono incidenti, trovare il punto comune ed il piano che le contiene
entrambe.

i) Scrivere I'equazione della sfefa passante peh e B ed avente centro sulla retta
iii) Determinare I'equazione del piano tangent® ael puntoA.

iv) Trovare I'equazione della circonferenzacontenuta nella sfera e tale cheA, B siano estremi di un diametro
divy.

[62] Date lasfera : x2 +y? + 22 — 2x+y =0 e laretta:

) X+z-5=0
P: y+z=0,

i) trovare le equazioni dei piani tangentEache contengono la retta.
ii) Determinare I'equazione della sfekd tangente & nell’origine ed avente centro sul piano
m:X-2y—z+2=0.

iii) Trovare le circonferenze contenute nella sf&ahe stanno su piani perpendicolap &d hanno raggio = >

[63] Datii piani:

miX+ky+z-k=0, m:kx+y+z-1=0, m3:x+y+kz—k®=0,

i) determinare, per ogrk € R, la posizione reciproca dei tre piani.

il) Postok = 0, trovare le equazioni della retta passante per il pénto(1, 1, 2), parallela ar ; € complanare con
larettar = 7o N 73.

iii) Posto k = —1, si consideri la circonferenzadi centroB = (0,0, 1) e raggio /2 contenuta nel pianas.
Trovare I'equazione della sfera contenente la circonfergrnggangente alla retta= 71 N 7,.
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[64] Siconsiderila retta:
podX- 22-4=0
"l y-3z-1=0,

i) determinare il pianar passante par e parallelo all’asse. Calcolare la distanza tra e I'assez.
i) Trovare il centro e il raggio della circonferenzadi equazioni:

X+yY+Z2+2x-2y-1=0

Xx-y=0

e scrivere le equazioni della retta tangenterel puntoP = (0,0, 1).

[65] Determinare le equazioni della retta tangente alla sfera:

X+ +Z2-6y+5=0

nel puntoA = (0, 1,0) e ortogonale alla retta:

{ X+y+z+2=0
r-
X-y+z=0.

[66] Determinare I'equazione del cilindro che contiene la paraola = z—y? = 0 e che ha le generatrici
parallele allaretta: z=x-y=0.

[67] Determinare I'equazione della superficie generata dalla rotazione intorno allareita- y = z— 1 della
curvaC:z=xy—-x-y=0.

[68] Dato l'iperboloide:

X2y
T Z+§_22‘1’

i) ricavare le equazioni delle retteed s, dell'iperboloide, che passano per il puiRc= (2,3,1) € 1.
i) Scrivere I'equazione del piano contenemnted s.
iii) Determinare i punti della retta che hanno distanza dal purffouguale alla loro distanza dal piang.

[69] i) Sidescriva la quadrica:

i) Si verifichi che la retta:
J 3x-2y+6=0
|l X+2y+122=0

appartiene @.
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[70] Data la superficie:
S: X -2y +4yz+22+y? +Z +1=0,

i) stabilire seS € simmetrica rispetto all’'origine.

i) Indicata cony la curva intersezione d$ con il pianoz = 1, riconoscere chg € una conica e ridurla a forma
canonica, determinando esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento necessarie per tale riduzione.

[71] Date le rette:

X+y+1=0 X+y+2z-5=0 Ix=u+l
MY ox_v_z=0 : X—y+1=0 t:|y=—2u
y ' ' {z=u+1 ueR,

i) determinare le equazioni della retta parallelaraglcomplanare sia camisia cont.

if) Dopo aver verificato che et sono sghembe, trovare la retta perpendicolare ed incidente entrambe.
iii) Determinare le equazioni della circonferenza di cer@ire (1, 2, —1) tangente alla retta.

iv) Trovare I'equazione della superficie generata dalla rotazione dellet rigitarno alla rettes.

[72] i) Scrivere I'equazione del conb di verticeV = (0,2, 1) le cui generatrici formano un angolo o% con
'assez.
i) Scrivere le equazioni delle generatrici del coR@ppartenenti al pianx -y + 2 = 0.

[73] Scrivere I'equazione del cilindro circoscritto alla sfera di cer@re= (1,1,0) e raggior = 2, avente le
generatrici parallele alla retta:
I x=t
m:q y=-t

| z=2t+1, teR.

[74] Determinare la superficie generata dalla rotazione dell’asstorno alla rettar: x = y = z e verificare che
si tratta di un cono con vertice nell’origine.

[75] Determinare I'equazione del cono di vertige= (0,0,2) e di direttrice la circonferenza passante per i
puntiA=(1,-1,0,B=(0,1,1) eC=(2,0,2).

[76] Datiil pianox: x—2z=0 eil puntoP =(2,0,1),
i) determinare il luogoy dei punti dizr aventi distanzal = 3 daP.
i) Scrivere I'equazione del cilindro con direttrigee generatrici parallele all'asse

[77] Determinare la superficie di rotazione che ha come asse lartetta y + z= 0 e che contiene la retta:

s x=2z-1
"l y=3z+5.
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[78] Determinare I'equazione del cono di verti®e= (0, 0, 0) e che contiene la circonferenza del piaroz = 4,
di centroC = (2,0, 4), raggior = 2.

[79] Data la circonferenza:
[ ¥+ -4y+3=0
"1 x=0,

determinare I'equazione della superfi§egenerata dalla rotazione completaydintorno all'assez.

[80] Si considerila superficie:
I X=1+uv
S:{ y=u¥v+u
L z=(W+1v, uveR.

i) Stabilire seS & una rigata.
i) Decidere se esistono rette appartenentSagarallele al pianoy — 2x = 0.

iii) Postov = 1, scrivere la proiezione ortogonale della cugvdi S, cog ottenuta, sul pianoz = 0. Provare che
v € una conica e ridurla a forma canonica.

[81] Provare che la superficie:
I X=uw+u+v
S:{ y=cosu+u+w?
z=Uu\v+1, uveR

€ unarigata. Determinare, inoltre, il vettore direzionale della generica refla di

[82] Date le rette:

B
|21 ter, x-3y+z=0

eil puntoPy = (1,2,3),
i) scrivere le equazioni della rettd, passante pdpy, perpendicolare alla rettae complanare con la retga
ii) Determinare la mutua posizione die s.
iii) Dopo aver verificato che:
R+ + 22X+ 4y-4z=0

Y { X+y?+72-9=0
& una circonferenza di cui si richiedono il centro e il raggio, determinare le equazioni della sua proiezione sul piano
coordinatoxy parallelamente alla direzione di

[83] Datiil puntoC = (1,0, -2) e la retta:

Ix=t+4
r:-qy=t
| z=-3, teR,

i) scrivere le equazioni della circonferenza di cer@re tangente ad.
i) Trovare i puntiA e B di r tali che il triangoloABC sia rettangolo imA e abbia area 3.

iii) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazione dellardtitorno alla rettas di equazioni
x = 0,z= -3. Dire di che superficie si tratta.
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[84] Datiil pianoa : x—z—-2=0elasferaZ: x? +y?+ 2 -2x=0,
i) scrivere le equazioni della retta tangente & P = (1,0, 1) e parallela al piana.

i) Determinare I'equazione cartesiana del cilindro avente per direttrice la circonfeEefiza e le generatrici
parallele allaretta : 2x =y = 2 — 2z.

[85] Datilaretta:
[ Xx-y=0
ly+z=1,

il vettore v = —i + k e la superficieS di equazionex® + y?> + 22 — 2xz— 2x+ 2z =0,

i) scrivere I'equazione del piano parallelo adr, al vettorev e passante per l'origine.

i) Verificare cheS e un cilindro con generatrici perpendicolari al piano

iii) Sia C = S N x, verificato cheO € C, scrivere I'equazione della retta tangenté & O.

[86] Data la circonferenza:
[ XR+y?+Z2-2y-62+1=0
"l X+y-z-1=0,

i) determinare le coordinate del centro ed il raggig/di
i) Scrivere le equazioni della retta tangentg ael puntoA = (2,0, 1).
iii) Scrivere I'equazione del cilindro di direttrice e generatrici ortogonali al piano che la contiene.

[87] Datalasfera : x2 +y? + 22 — 4x— 2y + 4z-16= 0,
i) trovare i piani paralleli al piane : x — 2y — 2z+ 12 = 0 che taglian®& secondo una circonferenza di raggio 4.
i) Scrivere I'equazione cartesiana del cilindro circoscrittb ad avente le generatrici ortogonali ad

[88] Datila circonferenzg di equazione:

X-22+(y-1?+2=5
z=0

ed il vettorev = 3i - 6,

i) utilizzando il calcolo vettoriale, calcolare I'area del triangolo individuato dai vettozij.

i) Verificare che la retta per I'origine e parallelavaé tangente alla circonferenza

iii) Determinare le sfere passanti pgraventi centro sul piang: z= 0 e raggio — .

V5

[89] Data la circonferenza:

f x=D?+(y-12+(@z-1?=3
"1y-1=0

i) determinare le coordinate del centro ed il raggig/di

i) Scrivere le equazioni del conS8 di verticeV = (0,0, 1) che proiettay.

iii) Verificato che la curvay’, intersezione diS con il piano:z = 0 ha equazionex? — 2xy — 2y + 1 = 0, studiare

/

Y -
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[90] Date le rette:
| 2X-y+z-4=0 ) x+Ay-1=0
"l y+z-2=0, X+z+u—-1=0,

i) al variare dei parameti, u in campo reale, discuterne la loro posizione reciproca.
PostoA = u =0,
i) dopo avere verificato che ed s risultano sghembe, determinare le equazioni della loro perpendicolare comune.

iii) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazioneiiorno ads, decidere di quale superficie si
tratta e scrivere la sua equazione in forma canonica.

[91] Siconsiderinolasferd:x?+y?>+2 —-2x-2z-2=0eivettoriu=2i-j,v=i-j+3k,
i) determinare centro e raggio 8ie scrivere le componenti del raggio vettore pet (1,2,1).

if) Determinare i piani paralleli ai vettom e v che taglianaz lungo circonferenze di raggio 1.
iii) Scrivere I'equazione cartesiana del cono circoscritib eon verticeV = (0, 3,0).

[92] Data la curva:

Xx=0

_ —t
YYYE I

z=t, tekR,

i) scrivere I'equazione cartesiana del cdn@on verticeV = (1, -1, -1) che proiettay.
i) Verificato chel” ha equazionety + 1)(z+ 1) = (1-x)?; siay’ la curva sezione di' con il pianoxy, si determini
la superficieS generata dalla rotazione ¢i attorno alla retta : x = 1,z= 0. Che tipo di superficie S?

[93] Siconsiderino la retta:

. X+y-z=1
1 x=2y=0,

il vettorev = (k + j) A1 elacurva:

!x=t
y:3y=t

| z=t2+t, teR;

i) scrivere I'equazione della retta incideme I'assez e parallela av .
i) Scrivere I'equazione cartesiana del cilindro con direttrice generatrici parallele .

[94] Si considerino le rette:

[ x+2y+22-1=0 _ [ x-y+1=0 t~l(—y_2—z
"\ x+2y=0 1 x+y+z=0 3~ 2 ~°©
i) Determinare le equazioni della retta incidented s e parallela &.

i) Scrivere I'equazione della superficie ottenuta ruotando la retitorno alla rettes e precisare di quale superficie
si tratti.
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[95] Datila sferaZ : x? + y? + 22 — 4x + 6y = 0 ed il vettorev = 2i — j + 3k,

i) determinare le equazioni della retta tangeniia O = (0,0, 0) ed ortogonale & .

i) Verificare cheX interseca il piangy = O; trovare il centro ed il raggio della circonferenza intersezione.
iii) Scrivere I'equazione del cilindro circoscritto® ed avente le generatrici paralleleva

[96] Datiipunti: A=(1,0,0), B=(0,1,2), C=(-1,-2,0), D=(3,0,2),
i) verificare cheA, B,C, D non sono complanari.

ii) Determinare il pianar contenentéd, B e C.

iii) Scrivere I'equazione della sfera di centroD e tangente a.

iv) Scrivere I'equazione del cono di vertidee circoscritto ax.

[97] DatiipuntiA=(0,-1,1), B=(4,1,-3) e laretta:
L {y-2=0
"l x+z-2=0,

i) determinare un punt® di r tale che il triangoloABP abbia area 3.
i) Scrivere le equazioni della circonferenza avente centro nel punto medio del segheatimngente la retta.

[98] DatiipuntiA=(1,2,-1)eB=(2,-1,1),

i) determinare il puntd® dell'assex equidistante d& e daB.

i) Verificare che i puntiA, B e P non sono allineati e calcolare I'area del triangéleB.
iii) Scrivere le equazioni della circonferenza passante®pds e di centroP.

iv) Scrivere I'equazione del cilindro circoscritto alla sfera di centro il punto medio del segrABnfoassante per
A ed avente le generatrici parallele all'asse

[99] i) Scrivere le equazioni della rettapassante per il puntd = (1, -1, 3) e parallela al vettore di componenti
(-1,1,0);

i) determinare le equazioni dei piani passanti pee aventi distanza (in valore assoluto) pari a 2 dal punto
B=(1,11);

iii) scrivere le equazioni della circonferenza di cenB@ tangente alla retta;

iv) determinare I'equazione del cono di vertice l'origine, circoscritto alla sfera di céhtra(—4, -3, 2) e raggio
2.

[100] Si determinino le equazioni della circonferengadi diametroOB, con O = (0,0,0) e B = (0,0,1),
appartenenti al piano di distanza 1 (in valore assoluto) dal pDntq1, -1, 1).

[101] Sideterminino le equazioni della circonferenzdi centroC = (1,0, 1) che taglia la retta:
[ x-z=0
"1 X-y+1=0
secondo una corda di lunghezza 2.
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[102] Date le rette:
X-y+1=0 X+3y=0
r: e s:
X+y+z=0 x+y=0,

i) verificare cher e s sono sghembe.

i) Scrivere le equazioni della retta incidemnte s e parallela al vettore = i— k) Aj.

iii) Scrivere I'equazione cartesiana della superfiSigienerata dalla rotazione diattorno ads. RiconoscereS.
iv) Verificare che il puntdP = (0, —v/5,3) € S. Determinare centro e raggio del parallelo passantéper

[103] Sono date le rette:
x=1 0 s 4x+3z-19=0
=y= ' "l y+1=0

ed il puntoP = (1,2,0);
i) trovare la retta passante pered incidente sia sias;
i) determinare le equazioni della circonferenza tangent@ ia (1, 0, 2) alla rettar e passante per il punt®e.

[104] Date le sfere:
X+ +Z2=6 e Z:(x-1%+(y-2%+(@z+2°%=3,

i) verificare cheX; N X, € una circonferenza.

if) Determinare il raggio, il centro dy e I'equazione del piano che la contiene.
i) Trovare le sfere contenenti e tangenti al piana = 0.

iv) Scrivere I'equazione del cono di vertise= (3,0, —3), circoscritto alla sfer& ;.

[105] AssegnatiipuntiA = (-1,0,-1), B=(0,1,-1), C=(1,3,0), D =(0,7,5),

i) verificare che sono complanari;

i) scrivere le equazioni delle ret&C e BD e verificare che si intersecano;

iii) determinare la sfera passante geB e C ed avente il centro sulla retta: x =y = 0.

[106] DatiipuntiA=(0,1,3),B=(1,1,0),C=(4,-51),

i) trovare il piano passante per i tre punti;

i) verificare che il triangoloABC & rettangolo inB;

iii) trovare le equazioni della rettBC;

iv) determinare la distanza @i dalla rettaBC;

V) scrivere 'equazione della sfegadi centroA e raggio la distanza d& daC;
vi) calcolare se l'origineinterna o esterna a tale sfera.

[107] Data la sfera:
L+ + 2 -2x-4y-4=0,

verificare se:

i) il punto P = (1,1,1) € interno alla sfera;

i) se il piano:x + 2y + 2z+ 1 = O interseca la sfera;

i) se laretta:x—2y—2=y—-z+ 2 =0 interseca la sfera;

iv) se la sfera di centr€ = (-1, -1, 2) e raggio 1 ha punti in comune cah
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[108] Data la sfera:
X+ + 2 —2x—-2y—22=0,

i) scrivere le equazioni della retta tangente aell’origine e parallela al piano

m:X-y+z-2=0.

i) Verificare che I'intersezione tra la sfekae il pianos € una circonferenza di cui si chiedono le coordinate del
centro e la lunghezza del raggio.

iii) Scrivere I'equazione del cono circoscrittazacon vertice nel punt@® = (0,0, 1).

[109] i) Scrivere le equazioni della rettgpassante per il puntB = (1, 2, 0) e incidente le rette :

. X-z-1=0 | x+y+z-1=0
“ly=0 "1 2x-3y-z+3=0.

i) Studiare la mutua posizione die s.

[110] i) Datiil puntoP = (1,-1,2), il pianon: Xx+y+z—2=0elarettar : x—y=2z=0,
i) verificare che il puntd® appartiene a.

i) Scrivere le equazioni della retigiacente sul piana, passante pdP e incidente la retta.
i) Calcolare la distanza del punt® dalla rettar .

[111] i) Datiil punto P = (2,-2,2) eipiania : X+y+z-2=0eB:2x+3y—-z=0,

i) verificare che il puntd® appartiene al piana.

i) Scrivere le equazioni della retigiacente sul piana, passante peP e parallela al piang.
iii) Calcolare la distanza tra e il pianog.

[112] Date le rette:

. X+y-2z=0 S xX-z=1
Tl 2x-y=0, "l x-y=0

i) Studiare la mutua posizione dieds.
i) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazioseattiorno adr e dire di che superficie si tratta.

[113] Determinare 'area e il perimetro del triangolo di vertici (0,1,2),B=(1,1,1) eC = (2,1, 2).

[114] Datiil pianoa : x—y+z—3=0 e laretta:

. X+y-z=0
"1 x+ky+z=0,

i) studiare, al variare dk € R, la posizione reciproca di e dir.
Postok = —1:
i) Scrivere le equazioni della retsimmetrica dir rispetto ada.

iii) Determinare I'equazione della sfe tangente ad in O = (0,0,0) ed avente centro nel punto proiezione
ortogonale diO sul pianoca.

iv) Verificato cheX ha equazione(x — 1)? + (y + 1)°> + (z - 1)> = 3, scrivere I'equazione del cilindro rotondo
circoscritto aX, con generatrici parallelea
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[115] Date le rette:

1
21

Ix=t
r.-qy=-2 a:{BZ/
z=-12-1, teR,

i) verificare che sono sghembe.
ii) Determinare I'equazione del piano passantemperper I'origine del sistema di riferimento.
iii) Scrivere I'equazione della sfera di centro I'origine che intersada un segmento di lunghezza 2.

iv) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazionettbrno all’assea. Calcolare la lunghezza del
raggio del parallelo situato sul piang:= -2.

[116] Datiil puntoA=(1,3,-1) e laretta:

| z=-t+1, teR,

determinare:
i) la distanza diA dar;
ii) il punto del piano pelA e perr che ha distanza minima dall’origine;

iii) Determinare I'equazione cartesiana del cono avente vertice nell’origine e circoscritto alla sfera difentro
raggio 1.

[117] Dato il puntoP = (1,2,1), determinare:

i) il simmetrico di P rispetto al puntd = (0, -1, 2);

ii) il simmetrico di P rispetto al pianor : x+y—-2z=0;

iii) la distanza diP dar;

iv) le equazioni della circonferenza appartenente al pianez, con centro inP e raggio 1;
v) il piano passante pd?, Q e per I'origine.

[118] Datiipunti: A=(1,1,5,B=(2,2,1),C=(1,-2,2eD =(-2,1,2),

i) verificare cheA, B,C e D sono i vertici di un tetraedro e calcolarne il volume.
i) Scrivere le equazioni della circonferengacircoscritta al triangoldABC.

iii) Determinare I'equazione del cono di verti€e e direttricey.

[119] Date le rette:
J x=-2=0 s X-3y+5=0
|l y+z=0, "l y+z-4=0,

i) determinare la loro posizione reciproca.

i) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazione completattirno as e dire di quale superficie
si tratta.

iii) Determinare I'equazione del piano passante iperparallelo &s.
iv) Determinare la posizione reciproca tra la sfera:

S+ + 2 -24x+3y+4z+4=0

e larettar.
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[120] Scrivere I'equazione cartesiana del cono che proietta la curva:

 R+y?+Z2-2y+z+2=0
x-2y=0

dal puntoV = (1,0,-1).

[121] Data la matrice simmetrica:

A=
-2 -2 5

5 2 -2
2 5 -2

i) Determinare una matrice ortogonaQetale che'QAQ = D con D matrice diagonale.
i) Studiare la quadrica di equazione:

5 2 -2 0 \(x
2 5 -2 0 y|_

(xyz21) 5 5 5 ofl 2|0
o o o -1/Jl1

[122] Scrivere I'equazione dell’ellissoide avente centro nel pihte (1, 2, 3), assi paralleli agli assi coordinati e
semiassi di lunghezzg 2, 7, rispettivamente, rispetto agli assy, z.

[123] Scrivere I'equazione del corlo di verticeV = (2,1, 1) circoscritto alla sfera:

L +y?+2-2z=0.

[124] Scrivere I'equazione cartesiana del cilindro che proietta la curva:

f R+ +Z2-2x-3y+1=0
"l x-z-1=0

secondo la direzione della retta:
RS 3y-z-1=0
| X+y-z+2=0.

[125] Al variare dik € R si descriva la quadrica:
X +y?* +kZ2 - 2x=0.

[126] Datiipunti: A=(1,0,-1),B=(2,1,0,C=(1,-2,-D elarettas: 3x—-1=2y+ 1=z,
i) determinare la posizione reciproca delle rei ed s.
i) Calcolare il centro ed il raggio della circonferenza passante®pBre C.

iii) Trovare I'equazione della supeficie generata dalla rotazione dellaA8ttetorno alla rettas e dire di quale
superficie si tratta.

iv) Trovare il luogo dei puntP = (x,y, 2) tali che il triangoloABP abbia areay/3.
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[127] Date le sfere:
T X +y? + 22 -2x-99=0,
T X +Y? + 22 -4x+1=0,

determinare la loro posizione reciproca.

[128] Data la retta:
P Xt 2y+kz=0
"1 2x-5y+z=1,

i) determinare, se esiste, un valorekdi R per cuir passa per il punté = (0,0, 1);
i) determinare, se esiste, un valorekd R per cuir € incidente la retta:

s 2Xx-5y+z=0
"l x-3z2=0;

iii) determinare, se esiste, un valorelde R per cuir € parallela al piana : —x + 2y = 0;
iv) determinare, se esiste, un valorekdi R per cuir e I'assez sono sghembe.

[129] i) Determinare centro e raggio della circonferenza ottenuta dall’intersezione della sfera:
T+ + 2 -2X+2y+4z-4=0conilpianor: x-2y+z+1=0.
ii) Determinare I'equazione del cono di vertige= (0, 0, 2) circoscritto alla sfer&.

[130] Datila sfera:
X+ + P —4x+8y+62+2=0

eil pianor:z-1=0,

i) verificare cheX N & & una circonferenza di cui si chiedono il centro e il raggio.
i) Determinare le equazioni dei piani tangenfiae paralleli ar.

i) Scrivere I'equazione del cono di vertice I'origine e direttrice la circonferenza
[131] Descrivere le seguenti superficie:

1) X +2 =y;

)X +(y-1°2=72;

3)z=4-x2 -V

4) z = sinx;
5) z= VX2 +y?;
6) x> +y* = 2y;

Nz=-1+x2+Vy?

o<

X2
8)z= i
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9)z=x*-y*+2;

10) Z* = X% + V2.
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Capitolo 7

Sottospazi vettoriali

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particotaiedicato con:

- R" lo spazio vettoriale della-uple di numerireali, di dimensiong riferito alla base canoniqe 1 = (1,0,...,0),
e;=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1));

- R™" |o spazio vettoriale delle matrici di tipem, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

FEER FE T =

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- S(R™M lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordim@d elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 ... O 0o 1 ... 0 o o0 ... 1

0o o0 ... O 1 0 ... O O o0 ... O

0O O 0 0 O 0 1 0 0

0 O 0 0O O 0 0 O 0

0 1 0 0O O 0 0O O 0
0 0 1

0 O 0 0 1 0 0 O 1

o 1 0 ... O o o0 1 ... O 0o o ... 0 O

-1 0 0 ... O 0O 0 O 0 0O O 0 O
-1 0 O o 1,..., ;

0 O 0 1

0O 0 O 0 0 O 0 0 O -1 0

- Rp[Xx] lo spazio vettoriale dei polinomi i®, a coefficienti reali, di grado minore o ugualaariferito alla base
canonical,x, X3, ..., xX"):
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- tr(A) indica la traccia della matricd € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.

[1] In R® sono dati i vettoriu; = (1,1,2), uy = (2,-1,3), us = (3,0, h); dire per quali valori dih € R i vettori
uj, uy, uz sono linearmente indipendenti.

[2] In R* sono dati i vettoriu; = (1,-1,0,1), ux = (2,1,1,0), us = (3,0,1,1), us = (0,1, -1,0); trovare una
base del sottospazio ®*, generato dai vettofii;, uy, us, uy.

Verificato che i vettoriuy, up, us sono linearmente indipendenti, determinare per quali valdrieliR il vettore
v=(1,-1,2t-8,t+1) € L(ug,uy,uy).

Per i valori dit trovati, determinare le componentidirispetto ai vettoriu 1, uz, ug.

[3] Datii vettori: u = (1,3,2), v = (-2,1,1) in R3, verificare che'V = £(u,v) ha dimensione 2. Trovare
per quali valori dit € R, il vettorew = (t,0,-1) appartiene allo spazi®’ e, per tali valori, determinare le sue
componenti rispetto ai vettoti e v.

[4] SianoW; il sottospazio dR® generato dai vettoriu; = (1,1, 1), us = (2, -1,1), ‘W il sottospazio diR3
generato dai vettoriv, = (1,2,-1), vo = (-1, -1, 2). Trovare'Wi N Wy, dim(‘W1 N W) ed una sua base.

[5] Nello spazio vettorial®* si considerino i sottospazi, = L(a, b, c), dove:
a=(2010,b=(-1101,c=(0,3,-1-1); W, = L(ef,g),dovee = (-1,1,54), f = (0,3,-2,1),
g=(27,-16,-5).

i) Verificato che I'insiemeB = (a,b,c) € una base dil, stabilire per quale valore di € R il vettorev =
(5,—-h, 1, h) appartiene @&V, e, per tale valore, decomporlo rispetto alla b&se

ii) Trovare un sottospazidd’s di R* tale cheWs @ W, = R*.

[6] InR*, scrivere le equazioni di due iperpiani vettoriali, diversi, ma entrambi supplementari della retta vettoriale
H=L((20,4,73).

[7] Sono dati, inR*, i sottospazi vettoriali:

H={(xY,2t) e RYx+2y =2t =0},
K=2/L(1,201),(24,-1,1),0,0,1,1),(1,2,4,5),(1,-1,0,5)).

i) Determinare la dimensione e una base sid&{dsia di K.
if) Determinare la dimensione e una base sigfii K sia di H + K.

iii) Il vettore x = (1, 2, 3,4) appartiene & + K? In caso affermativo decomporlo nella somma di un vettord di
e di un vettore diK, in tutti i modi possibili (a meno di un cambiamento di variabile libera).

[8] i) In R3[X], considerati i polinomi:
p1(X) = X — (h+ 1)x?
p2(X) = h+ x
pa(x) = 1-x°
Pa(X) = 4X, heR,

determinare i valori dh per cui(p1(X), p2(X), ps(X), p4(x)) € una base dRs[x].

ii) Fissato uno dei valori determinato nel punto precedente, trovare le compongtdi gi 1+ x + x2 + x® rispetto
a tale base.
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[9] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

delle matrici simmetriche e:

D R -
7‘_{( X X4)/x1+x4_0}

delle matrici a traccia nulla. Si dimostri ch® e 7~ sono sottospazi vettoriali dk >?; si determinino le loro
dimensioni ed una base per ciascuno di essi.

[10] Dire se i seguenti sottoinsiemi &#i%2:

7—1:{( )z( ¥)/2x—y—z=x+3y—2t=0},

_ Xy _ —t =
‘K_{(Z t)/x y+2_t_0}

sono sottospazi vettoriali. In caso affermativo determinarne una base e la dimensione.

[11] Nello spazio vettorial®R* sono dati i sottospazi:

H = {(X1, X2, X3, X4) € R 2X1 — X2 + X3 = X1 + X — X4 = O},
K =2L(0,0,1,1),(1,1,0,0).

i) Calcolare la dimensione e una basefdi
if) Calcolare la dimensione e una basefdi+ K. Si tratta di una somma diretta?

[12] i) Verificare che le matrici:
1 2 1 0 0o 2 4 1
me(A8) e (3 5) Ae(50) 455

0

1

costituiscono una base ®i*? e determinare le componenti della matrise: ( ) rispetto a tale base.

o

i) Dati i sottospazi vettoriali dR %?:

ﬂz{( X% )/x1+2x2=0},
Xs X4

X1 Xo
B= IXi+ X=X +2x3 =03,
{(X3 X4) 1+ X4 2 X3 }

determinare una base e la dimension&ide di 8. Determinare una base e la dimensioneAdi 8 e di A + B.

[13] Sono dati inR* i sottospazi vettoriali:

H={(xY,2t) e RYx—-2z=2y =0},
K=2L((0,21-1,(1,-2,1,1),(1,2,3,-1),(1,2,7,1)).

i) Determinare la dimensione e una base sigfdia di K.
if) Determinare la dimensione e una bas&i K.
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[14] In R® i sottospazi:

A = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R X1 + X2 = X3 = O},
B8=1,(12121),01111),(1,0,-10,-1),(23,1,3,1)

sono supplementari?

[15] In R* si considerino i vettori:

a=(1,110, b=(0111, c=(1,100).

i) Verificare chea, b, ¢ sono linearmente indipendenti.
i) Determinare un vettore in modo chea, b, ¢, d siano linearmente indipendenti.
iii) Dire se il sottospazioH = {(x,Y,zt) € Ry =z+t = 0} & contenuto ifK = £L(a, b, c).

[16] In R3 si consideri il sottospazio vettoriale:

W={xY,2 eR¥x+y+z=x+hy+(@2—-hz=-x-h?y+(Bh-4z=0, heR}.

i) Al variare di h € R, determinare la dimensione e una baséi
ii) Al variare di h € R, determinare un sottospazio supplementar#din R 3.

I

[17] In S(R33) completare I'insieme libero:

! 1 3 0 -1 2
I=410 21, -1 1 O
3 0 2 0 0

l

N OO

0
0
0

N O1 O
|
»

N O
——————
\_\,_J

fino ad ottenere una base.

[18] Data la matrice:
6 -9
(5 3)
i) provare che i sottoinsiemi:

F={X eR??/AX = XA}, G ={X eR??’/AX = -XA}

sono sottospazi vettoriali e trovare una base per ciascuno di essi.
i) Determinare una base per i sottospazi vettorah G e ¥ + G.

iii) Data la matrice:
0 h-2
C_(O h—S)' heR,

stabilire per quale valore di la matriceC appartiene al sottospazio vettorigier G.
Assegnato adh tale valore, trovare due matri€i; € ¥ e C; € G in modo tale ch&C = C; + C;.
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[19] In R* si consideri il sottoinsieme:

W1 = {(Xe, X2, X3, X4) € R Xq + 2X3 + X4 = X3 — Xq = O}.

i) Verificare che'W; & un sottospazio vettoriale #* e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

W, = L(a,b,c), dove a=(1020),b=(01-11),c=(3-28 -2),
Ws = Lie,f,g), dove e=(0,121),f=(2131),¢g=(1-24-2).

i) Si determinino una base e la dimensioneidt, e di Ws.
iii) Si determinino una base e la dimensioneidi; N (W, + Ws).

[20] Si considerino gli insiemi:

=

! 1 00 l

H = 0|, abceRy;;
| 1 |
\ )

(o2 }}
o

, a,b,c,d,e,fe[R}.
)

o T o
(¢}
- O O

H e K sono sottospazi vettoriali ® 33?2 In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.

[21] Siconsiderino gli insiemi:

H = {p(X) € Ra[x]/ p(x) = ax+ bx? +x3, a,b e R};
K = {p(X) € Ra[x]/ p(x) = ax+ bx? + cx®, a,b,c € R}.

H e K sono sottospazi vettoriali dk 3[x] ? In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.

[22] | sottospazi:

H=Laa=(,2,00),b=(0,1,3,0),c=(210,0),d = (5,4,0,0),
K={xY,zt)e RY2x+3y—-z=x-2z=0}

sono supplementari iR*?

[23] In R* si considerino i sottospazi vettoriali:

W1 = {(X1, X2, X3, Xa) € R Xq + 2% + 3X3 + X4 = 0},
Wy = {(X1, X2, X3,Xa) € RYXq + Xo = X + Xg = X — X2 + X3 = O};

provare cheW; @ W, = R*.
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[24] Nello spazio vettorial® 4[x] si considerino i sottospazi:
H = LOX+ X, %2 + X3, %3 + x4, 2x + 5x2 — 3xY),
K = {p(X) € R4[x]/ p(x) & divisibile perx? — x — 2}.

Si determinino una base e la dimensiongl+ K e di H N K.

Dato il polinomioq(x) = -2 + 2x + 4x*, si verifichi cheq(x) € H + K e si decompongg(x) nella somma di un
polinomio di H e di un polinomio diK. Tale decomposizioneunica?

[25] Nello spazio vettorial®R 4[x] si considerino i sottospazi:

Wi1=LA-X+53 X+ 2+ +x4,2-x— 42+ 7 - x4,
W,y = LOE - x4 X2 - x3),
Wa = L.

Provare cheW, & W, & W3 = R4[X].

[26] In R®, determinare una base e la dimensione dell'intersezione e della somma dei due sottospazi:

W1 = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ 2%1 — X — X3 = X4 — 3X5 = O},
W = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ 2X1 — Xp + X3 + 4%y + 4x5 = O}.

[27] In R®, determinare una base e la dimensione dell’'intersezione e della somma dei due sottospazi:

W1 = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ X1 = 3%z + 2X3 — 3X4 — 3x5 = 0},
W, = {(X1, X2, X3, X4, X5) € [R5/13X1 — 26X + 6X3 -9y — 9X5 = 0}

[28] In R4[x] si consideri il sottospazio vettoriaf®’ dei polinomi aventi il numero 3 come radice.
i) Si decomponga¥’ nella somma diretta di due sottospa#i, e W-.

ii) Si scriva il polinomio—3 — 5x + 5x2 — 10x3 + 3x* di ‘W come somma di un polinomio di; e di un polinomio
di W,.

[29] In R4[x] si consideri 'insiemeW; dei polinomi divisibili perp(x) = —3x + x2.

i) Si verifichi che‘'W; & un sottospazio vettoriale ®i4[x], se ne determini la dimensione e una base.

i) Sia W = L(p1(X), p2(X), P3(X), pa(x)) dove pi(X) = 6x% — 5x3 + x4, pa(X) = =12+ X + X2, p3(X) = 36— 3x +
3% -5 + x4, pa(X) = 12— x+ 11x% — 10x3 + 2x*. Si determini una base e la dimensionelti, .

iii) Si determini W, N W,.

iv) Si determini un sottospazi®/; di R4[X] tale cheW; & W3 = Ry[X].

[30] In R® si consideri l'insieme:

W1 = {(Xe, X2, X3, Xa, X5) € R%/ 2% + X = X3 = O}.

i) Si verifichi cheW; & un sottospazio vettoriale &#°, se ne determini una base e la dimensione.
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i) Sia W5 = L(a,b,c,d) dove:
a = (01 31 11 _21 0)1 b= (01 01 21 11 1)1 c= (01 61 _101 _101 _6)1 d= (01 31 71 11 3)1

se ne determini una base e la dimensione.
iii) Si provi che W1 & W, =R5.
iv) Si determini un sottospazi®¥3 di R tale che dineWy N W3) = 1 e dimWs = 3.

[31] In R3[X] si considerino i polinomi:

P1(X) = 3= X+ X2, Pa(X) = X — X2 + 2, p3(¥) =2 - X%+, pa(X) = x— 2 + 3.

Si verifichi che I'insiemeB = (p1(X), P2(X), P3(X), Pa(X)) & una base dk3[x] e si esprima il polinomig(x) = Xx—x?
nella bases.

[32] In R?? si considerino le matrici:
1 2 0O 3 1 -1 3 2
e R e S W G|

Si verifichi che l'insiemeB = (A1, Ao, Az, As) & una base dR?? e si esprima la matricA = (
baseB.

2 -1 nella
-1 2

[33] i) Date le seguenti matrici dello spazio vettoriatR 3°):

0 1 2 0O 0 2
A= -1 0 0|, B=f 0O 0 1
-2 00 -2 -1 0

si completi 'insieme{A, B} in modo da ottenere una bageé di ARZ3).
i) Si determinino le componenti della matrice:

o 1 2
C=|-1 0 3

-2 -3 0

rispetto alla bas&’.

[34] Siano eV due sottospazi vettoriali di dimensione 2RIF.
i) Provare cheld NV + {o}.
if) Determinare tutte le possibili dimensioni @ N <V e costruire un esempio in ciascuno dei casi.

[35] i) Verificare cheB = (( _12 _12 )( i é )( _41 :é )) & una base dB(R??).

4
-1

i) Trovare le componenti della matrice = ( 1 7

-1 ) rispetto alla basé.
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[36] i) In Rs[X] si consideri I'insiemeA dei polinomi aventi radici: 1, 2, 3. Si verifichi ché & un sottospazio
vettoriale diRs[x], se ne calcoli una base e la dimensione.

i) Si determini un sottospazio vettoriai supplementare adt.

iii) Si decomponga il polinomiga(x) = x? + 3x3 nella somma di un polinomio dA e di un polinomio diB. Tale
decomposizione unica?

iv) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospRzj[di:

C=LA+X+X X +x2, 24+ 2X+ 22 -3 -3, X2 + 3¢ - xH
D=L=2+X= X=X, x+x2+x3 - x).

V) E vero cheC @ D = Rs[x] ?
vi) Si determini una base e la dimensionein (C + D).

[37] i) Si verifichi che:

I 0 X1 X X3 1
gl > 0 X iz I X+ X+ X3 =2+ X4 = Xg —Xg = 0},
0

& un sottospazio vettoriale ¢il(R**), se ne calcoli una base e la dimensione.
ii) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospeaiRIi+*):

01 2 3y(0 0 1 2,0 1 -1 2y(0 2 -1 1
cogl-1o-2-3|fo 0o 0o 1|l-10 23200 2|
=Ll 22 0 10l-1 0 o 7Il1 =2 0o 111 0 o 22|

33 -1 0)l-2 -1 -70)l2 3 -10)l-12-12 0

0 0 2 -1Y(0 0 1 -2

o 00 1]/|lo0o o0 0 o
D=Ll 5 0 0 o]l-10 0 1

1 -10 0 2 0 -1 0

iii) E vero cheB @ C = AR ?

iv) Si determini una base e la dimensioneZdin (8 + C).

v) Si determini un sottospazio vettoriafesupplementare ®.
vi) Si decomponga la matrice:

1 0 2 1
A= 1 -2 0 1
1 -1 -1 0

nella somma di una matrice di e di una matrice diD.
vii) A & invertibile? Seis’si determiniA~t.

0 2
i) determinare una base per il sottospa#dd> R?? generato da, A, A+ 'A.

if) Dimostrare che il sottoinsieme:
a b
u-{(3 5). anew)
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& un sottospazio dk?? e determinarne una base.
iii) Determinare una base per i sottospay + U e W N U.

[39] i) In S(R®3) si consideri I'insieme:

a-

{

X1 X2 X3
X2 X4 Xs

/x1+2x4—x6=2x6—x2=x3+3x5=0},
X3 X5 X

J

si verifichi cheA & un sottospazio vettoriale e se ne calcoli una base e la dimensione.
if) Si determini un sottospazio vettoria#e supplementare &.
iii) Si decomponga la matrice:

A=

NP~ O

1
3
1

arL N
~—————

nella somma di una matrice ¢l e di una matrice di5.
iv) A & invertibile? Seissi determiniAt.
v) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottosp&zRdi®):

1 2 1 0 2 1 -1 0 1 1 2 2
c=/L|l2 -1 3{,j2 13}, 0 0 1{|2 -3 4 |,
1 3 0 1 3 2 1 10 2 4 -2
0 1 -1 1 -1 0 -2 0 1
=Ll 1 0 1 (-1 0 1],] 0 0 1|{.
-1 1 0 0o 1 2 1 10

vi) E vero chedl & C = S(R33) ?
vii) Si determini una base e la dimensionefdin (A + C).

[40] DatoU = {( g 2 ) abe [R}, sottospazio vettoriale &t %2,

i) si determini un altro sottospazi® tale chel/ & V = R?2.

12 ) si decompongd® nella somma di una matricA; € U e di una matrice

ii) Data la matriceA = ( ‘3 0

AzE(V.

[41] In R* si consideri il sottospazio vettoriale:
W = -E((lv 31 01 _1)1 (21 51 l! 2)1 (11 21 11 0))

i) Si verifichi che‘W & un iperpiano vettoriale & * e se ne determini la sua equazione.
ii) Si determinino due sottospazi vettoriali Bi*, diversi, entrambi supplementari dd/.

[42] In R® si considerino i sottospazi:

U=1L(1,3-2,273),(1,4,-3,4,2),(2,3,-1,-2,9)),
V=/,(13021),(1,5-6,6,73),(25,321)),

determinare una basd + V e una base di/ N V.
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[43] Si provi che i seguenti sottospaziRi*:

U=2/»L(@12-13,241-2,36,3,-7)
V=/L(12-411),(2,4,-514%)

sono uguali.

[44] i) Determinare I'insiemeC di tutte le matrici diR 33 che commutano (rispetto al prodotto) con la matrice:

010
A= 0 0 1|.

0 0O

i) Verificare cheC & un sottospazio vettoriale &2, determinarne una base e la sua dimensione.
iii) Determinare due sottospazi diversi, entrambi supplementagiidi R 32.

[45] In Rs[x] si consideri l'insiemeB’ = (1, 1+ %, 1+ x%,1+x3,1+x* 1+ x5).
i) Verificare che8’ & una base dRs5[x], usando due metodi diversi.

ii) Determinare le componenti del polinomjux) = 1 — x — x2 + x3 — x* + X2, rispetto alla bas&’, usando due
metodi diversi.

[46] Sono dati i seguenti sottospazi vettorialiRi?:

(Wl = -E((l! _11 Ol 1| 1)1 (1! _21 _2! 11 2)! (Ol 11 2! 01 _1)1 (_1! 31 41 _1| _3))9
Wa = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ X1 = X4 + 2X5 = X2 + X3 = O},

i) provare cheR® = W1 @& Ws.
i) Decomporre il vettorea = (0, 2,0, 0, 0) nella somma di un vettorg; € ‘W, e di un vettorea, € ‘W,.

[47] Siconsiderino i sottospazi vettoriali Bi*:

Wi1=2L(1,-10,2),(0,21,3),(2,0,1,7),3,-5-1,3)),
W, = {(X1, X2, X3, X4) € [RA/X]_ + X2 — 2X3 = 3X3 - X4 = O}

i) Trovare una base per ciascuno dei sottospdzi, W, W1 N Wo, W1 + W,.

i) Verificare che il vettorea = (0,-2, -1, 3) appartiene a1 + ‘W, determinando esplicitamente due vettori
a; € Wi eay e Wy talichea=a; + ay.

[48] Si considerino i seguenti sottospazi vettorialiRf2:
Wi =<XeR>/AX = XA, dove A= 0 ,
W, = {X € R%?/ tr(X) = O}.

i) Determinare una base per i sottospa¥i, Wo, W1 N W, e Wi+ Wos.
i) Trovare un sottospazio vettoriai®’; che sia supplementare®’;.
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[49] Sideterminino almeno due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(Xg, X2, X3) € R3/3Xq — X3 = X2 + 53 = O}.

[50] In S(R*3) completare I'insieme libero:

1 20)(1 0 0y(0 1 -1
I=I[2 0 o],[o -1 o],[ 10 o]l
WooofJ{o o 1){-10 0)

fino ad ottenere una base.

[51] Datii sottospazi vettoriali dR°:
Wl = -E((lv 01 _21 01 1)1 (01 l! 01 _11 0)1 (01 11 _11 _11 3)1 (_11 01 11 01 2))1
Wy = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ %1 + 3X3 — X5 = Xo — 2X3 + X4 + X5 = O},

i) determinare una base per ciascuno dei sottospazi vettdéialiWs,, Wi N Wy, W1 + Wo;
i) stabilire per quali valori dh € R il vettore (1,2, h,-2, 1) appartiene &/ ;.

[52] In R® sono dati i seguenti sottoinsiemi:
wl = L((ZV 11 11 O! 2)1 (_11 11 07 01 2)1 (0! 21 01 ll l))!

Wy = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ X1 — Xp — X3 — X4 = X1 — X5 = X4 = O}.

i) Provare cheW, & un sottospazio vettoriale &°.
if) Determinare la dimensione e una base M5 e ‘W» rispettivamente.
iii) Trovare W1 + W, e Wi N Ws.

[53] Completare il seguente insieme:

(Em

in modo da ottenere una baseS{(R 33).

o O

[54] Discutere, al variare di € R, le soluzioni della seguente equazione vettorialR di

X1a1 + Xoaz + Xzaz = b,

dove:
a = (21 _11 01 4)1 az = (_31 21 41 h)1 az = (51 _31 h1 _1)1 b= (141 _81 h1 _l)
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[55] In R3 sono dati i vettori:a; = (1,1,0), a; = (0,1, -1), b = (2,3,-1). Considerata I'equazione vettoriale:

X1a1 + Xoap + X3az = b,

determinare, se possibile, un vetterg= (x, Y, 2) nei seguenti casi:

i) I'equazione vettoriale non ammette soluzioni;

i) 'equazione vettoriale ammette una sola soluzione;

iii) 'equazione vettoriale ammette infinite soluzioni.

In ii) e iii) (se possibile) determinare le soluzioni dell’equazione vettoriale considerata.

[56] Datii seguenti vettori dR*:

a; = (11 _11 11 1)1 az = (11 11 _11 1)1 az = (_11 11 11 1)1 b= (81 21 01 10)1

si risolva, see’possibile, I'equazione vettoriale:

a;Xi + axXp + agXaz = b.

[57] Datiiseguenti vettori dR*:

aj = (11 01 1! 1)1 az = (_1! 1! 0! 3)! az = (_1! 1! 1! 4)! b= (21 01 21 3)1

si risolva, se2’possibile, I'equazione vettoriale:

ai;Xiy + axXe + azxs = b.

[58] Determinare, al variare dei parametri relale k le soluzioni dell’equazione vettoriale:

ax+by+cz=d

dove:
a=(h-k-h-2k), b=(1,2h-k), c=(-2-4k-4, d=(@1,24-h).

[59] Al variare dei parametri reah e k, determinare, quando esiste, una matkctale che:

XA=B
dove:
éi 3 1
A= , B=| -1 2
3 5 K 0
0 h
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[60] Al variare dei parametri reah e k, determinare, quando esiste, una matictale che:

XA=B
dove:

0 1 -1

1 2 3 21 0

A‘(—lhzh)' 8=l -3 0 «

0 0 k

[61] Siconsiderino le seguenti matrici:

NN

A=

5 1 0
3 0 1|, B=
4 -1 3

stabilire per quali valori dih,k € R I'equazione matricialeAX
possibile, le soluzioni di tale equazione.

1
O ’
k

B & compatibile e determinare, quaneo °

>

[62] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quan@gossibile, 'equazione matriciak®X = B,
dove:

1 -1 A1

2 1|, B= 0o 1].

1 2 A+2 O
[63] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quan@gossibile, 'equazione matriciak®X = B,

dove:
A1 A 1
A: 1 2 ) B= O 0 .
-1 2 A+2 O

[64] Stabilire per quali valoridh e k in R le seguenti equazioni matriciali:

A=

O O &~

AX =B, X'A=B,

3 -1 11 -1
A= 1 2 , B= 0 1 3 [l
2 h 0 k h+k

sono compatibili. Determinare, quand@ossibile, le loro soluzioni.

2 -1 3 -1 k
A=|lh 2 |, B=| -2 0 -3
1 0 4 -k 1

determinare, al variare di,k € R, le soluzioni dell’equazione matriciakX = B.

dove:

[65] Date le matrici:
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[66] Al variare diA,u € R, discutere e risolvere, quando possibile, I'equazione matriciale:

AX =B

dove:

[67] Date le matrici:

1 -1 2 3 1 -1
A=l -1 0 5 6|, B=|5 -3 |,
3 h -1 0 k -1

determinare, al variare di, k € R, le soluzioni dell’'equaziondX = B

[68] Risolvere la seguente equazione matricidl®: = B, dove:

1 1 0 -1
A=| 2 k|, B=l1 1 |, hkeR.
-1 h 0 k
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Soluzioni - Sistemi lineari

(1]

A={{1, 1, -1}, {2, 2, 1}, {1, 1, 2}}; X={x1, x2, x3}; B={1, O, -1};
Sol ve[A. X == B, X]

Solve : 1 svars’ : E%uati ons may not give solutions for all solve variabl es.
Hxl >3 - X2, x3 > 75}}

1 2

x1=—A+§, 3

(2]

A={{-2,1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 1, -2}};
X={x1, x2, x3}; B={1, -2, 4};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

Il sistemae incompatibile.

(3]

A= {{2, -1, -1, -4}, {4, 0, -3, -1}, {8, -2, -5, -9}};
X = {x1, x2, x3, x4}; B={9, 0, 18};

Sol ve [A. X==B, X]

Solve ::”” svars’” : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
3x3 x4 x3 7x4
{{Xl—> 2 +—,X2—>—9+———}}

4 2 2
3 1 1 7
Xy = 21/11+ le, Xo=-9+ 5/11— 5/12, X3=A1, Xa=12A2 ApAxeR.

(4]

A ={{2, -2, 1, 4}, {1, -1, -4, 2}, {-1, 1, 3, -2}, {3, -3, 1, 6}};

Nul | Space[A]
{{-2,0,0,1}, {1,12,0,0}}

X= A1 — 2Ay, y=l1, z=0, t=A, A ,A2€eR.
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(5]

67

A={{1, 1, a}, {1, 2, b}, {0, 1, c}}; X={x,y, z}; B={1, 3, 2};

Reduce[A. X == B, X]
a==b-c&x==-1-bz+2cz&y ==2-cz||
X == -1&8y == 288z ==0&8a -b +c # 0

Sea+b-c: x=-1,y=2 2z=0;
sea=b-c: x=-1+(2c-bjA,y=2-cA,z=21, Ae€R.

(6]

A={{2, 1, -1}, {1, 2, -2}, {3, -1, 2}, {1, -1, 1}};
X={x,y,z}; B={1, 0, -1, k};

Reduce[A. X == B, X]

2 11 10
k == 188X == F8&y == - =7
Sek # 1: non esistono soluzioni;
sek=1: x—g ——1—1 zZ= E)
S A T

(7]

A= {{a, -1, 1}, {1, -a, 1}, {1, -1, a}};
X={x,Yy,2}; B={2,3-a"2, a+1};
Reduce[A. X == B, X]

a==18&8x ==2+y -z||a==-288X == -1+728&88y == -7 | |
X ==1&8y == a&&z ==2&&-1+a +0&8&2 +a + 0

Seaé¢{-2,1}: x=1y=a z=2;
sea=-2: x=-1+t,y=-t,z=t, teR;
sea=1: X=24+A-u,y=A,z=u, AucR.

(8]

A= {{1,1, 1}, {1, -a, -1}, {2, 1, a}}; X={X,y,z}; B={a, 1, a+1};

Reduce[A. X == B, X]

a==088X ==1+2&8y ==-1-27||a==1&8 == 1&8y == -7 | |
X == a&8y == 18&&z == -1&& -1 +a + 0&&a + 0

Sea¢{0,1}: x=a y=1,z=-1;
sea=0: x=1+t,y=-1-2t,z=t, tekR;
sea=1: x=1,y=-t,z=t, teR.

(9]

A= {{1,1, a}, {1, a, 1}, {a, 1, 1}}; X={Xx,y, z}; B={2a-1, a, 1};

Reduce[A. X == B, X]
a==18&x ==1-y -2z||
2

- __a __2(1l+a)
X,,72+a&&y,,2+a&&277 > a & & -1+a+08&2 +a+0
2 L 20+1).

Sed é(1,-2): x=

2V T2t a2

sel = —2: non esistono soluzioni;
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seA=1: x=-h-k+1, y=h,z=k hkeR.

(10]

A={{2, 0, a}, {3, a, -2}, {a, 0, 2}}; X={Xx, Yy, z}; B={1, 2, 1};

Reduce[A. X == B, X]

1
a==2&8 == & (1722)&&y::Z (1+102) ||
1 2
X == &&y == Eha a&&z:: && -2 +a +0&8&a + 0&&2 +a + 0
2+a a(2+a) 2+a

1 2a+3

1
B 2+a’y__a(2+a)'z__2+a'

Seaé¢ {-2,0,2}: X

sea=0,a=-2: il sistemae incompatibile;

sea—2'x—1 t —1+5t z=t, teR
SeX=gTby=gtshest '

(11]

A={{1,1, -1}, {2, 3, k}, {1, k, 3}}; X={x,y, z}; B={1, 3, h};

Reduce[A. X == B, X]
== 388K == -3&&x == 088y ==1 +27| |

h == 288k == 288X == 5288y == 1 -4z |
6 3h 2k h k
==1 - _
” ERTLIN T 6_*h";kk2+6*k*k2&&
- = ko2& -2k 08831k #0

Sek & {-3,2}, Yh € R: esiste una sola soluzione;

sek = -3, h = =3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = -3, h+ —3: non esistono soluzioni;

sek = 2, h = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = 2, h# 2: non esistono soluzioni.

[12]

A= {{k, 1, 1}, {1, k, 1}, {1, 1, k}}; X={Xx, Yy, z}; B={1, 1, h};

Reduce[A. X ==B, X]
h==1&8%k ==188&x ==1-y -z |
-h+k

h==-288K == -2&8X == -1 + &8y == -1+2Z| |[X == ————&&

-2 +k +k2
-h +k -2+h+hk
T 2+k+k? - —2+k+k2&&71+k#0&&2+k¢0

<

Sek & {1,-2}, Yh € R: esiste una sola soluzione;

sek = -2, h = -2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = -2, h+ —2: non esistono soluzioni;

sek =1, h=1: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;
sek =1, h# 1: non esistono soluzioni.
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(13]

69

A ={{1, -1, 1}, {2, 1, 2}, {-3, -3, a}}; X={x,y, z}; B={5, b, 1};

Reduce[A. X == B, X]

a7:73&&b::2&&x::% (7 - 32)&&y::72||
27 +5a-3b+a 1 2 (-2+b)
XT3 @ y == 3 (-10+b) &z == —77 883 +a 0

Sea+ -3, Yb € R: esiste una sola soluzione;
sea = -3, b = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sea= -3, b # 2: non esistono soluzioni.

(14]

A={{2, -3, 2}, {1, 1, -2}, {4, -1, a}}; X={X,y, z}; B={1, 2, b};

Reduce[A. X ==B, X]

::—2&&b==5&&x==%(7+4z)&&y::§ 1+2z) ||
__-6+7a+4b 3(-8+a+2h) __-5+b
X== 5 2ra " "53g.a 5 %2240

Sea+ -2, Yb € R: esiste una sola soluzione;
sea= -2, b =5: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sea= -2, b £ 5: non esistono soluzioni.

[15]

A= {{3-k, -1, -1}, {2, -4 +k, -2}, {3, -3, -5+Kk}};
X={x,y,2}; B={a, b, c};

Reduce[A. X == B, X] 1
3a==c&3b ==2c&&k == 2&8x ==3 (c+3y+32) ||

b::_a_c&&k==8&&x==i(—3a+c—62)&&
1 18 7a-b-c-ak
y = -3a-5c+12z)||x 77&&

%a 6b+2c+bk 3a1(§b1 5 I(ck

1610k + K2 =S5 qok e & 8rk#08&-2:k+0

y =

Sek & {2,8}, Ya,b,c € R: esiste una sola soluzione;

sek = 2, b= 2a e ¢ = 3a: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;

sek =2, b+ 2a, o ¢c # 3a: non esistono soluzioni;
sek =8, a+ b+ c=0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek =8, a+ b+ c+ 0: non esistono soluzioni.

[16]

A= {{2-k, -k, 1 -k}, {4-2k, -3k, 1-2k}, {2-k, -2k, k}};
X={x,y,2z}; B={1-2k, 1-k, -5k};

Reduce[A. X == B, X]

X == &&y:: &&Z::—3&&—2+k¢0&&k¢0

Sek ¢ {0, 2}: esiste una sola soluzione;
sek=0:x=0,y=t,z=1, teR;
sek = 2: non esistono soluzioni.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



70 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[17]
A ={{h+1, -h, 2h+1}, th+1, -h, 2h}, {-h-1, 0, -2h-1}};
X={X,y,z}; B={3+2h, 1+3h, -3h-3};
Reduce[A. X == B, X]
== 0&8x == 1887 == 2| |

2
152: &8y == 188z == 2 - h&&h + 0&&1 + h # 0
N

X ==

Seh & {—1,0}: esiste una sola soluzione;
seh = —1: non esistono soluzioni;
seh=0:x=1y=t,z=2, teR.

(18]

A={{m-1,1, m, (m1l-m, 1-m -2nm 2}, {m-1, 2, -2}};
X={X,Y,2}; B={0, 2, m+3};

Reduce[A. X == B, X]
M== -18&&X == 1&8Yy == 2 +Z| [m== 1&&y == 1&&z == -1 |
1 1 1

- __4-m

2—3m+‘r17?;_1— _27m1"72+m

yoo e M gy o = g& 2:m#08&& -1 +m+ 0881 +m# 0
-2+m -2+m

Sem & {-1,1, 2}: esiste una sola soluzione;
sem= -1, m= 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sem = 2: non esistono soluzioni.

[19]

A={{k+1, k+1, 2}, {1, k, 1}, {1-k, 0, k-1}};
X={x,y,2}; B={1, 1, 0};

Reduce[A. )1(== B, X]

S P STCh

T 2+k+k2

~ 1+k
- 2+k+k?
&& -1 +k +0&82 +k £ 0

&&

Z ==

Sek & {-2,1}: esiste una sola soluzione;
sek = -2, k= 1: non esistono soluzioni.

[20]

A= {{k, -2(k+1), 1}, {0, k+1, 1}, {2k, -5(k+1), 2}};
X={X,y,2}; B={4-2k, k+3, 8-9k};

Reducie[?z)é:: B, X] 0
X == +k 88y == T 882 ~=3 - 4K&&K + 0881 +k + 0
+

Sek & {-1,0}: esiste una sola soluzione;
sek = -1, k= 0: non esistono soluzioni.

[21]

A= {{k, 2, 2k}, {k, 3-k, 3k}, {k, k+1, 2k}};
X={x,y,z}; B={1, 1, 2};
Reduce[A. X == B, X]

2 1 1 1

X::’,1+k+R&&y::771+k&&z:E&&71+k¢0&&k¢0

Sek & {0, 1}: esiste una sola soluzione;
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sek = 0, k= 1: non esistono soluzioni.

[22]

71

A ={{1, 1, 1}, {a, 1, 2}, {1, a, 1}}; X={X, Yy, z}; B={a, 2, 4};

Reduce[A. X ==B, X]

a==28&8y == 2&&z == -X| |
12 4-
X == B8y -~ — 2 gg7 --3:28& 2+2+08& 1+a+0
-1+a -1+a

Sea ¢ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
sea= 1: non esistono soluzioni;
sea = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(23]

A= ({1, -1, 1, -1}, {2, 1,5, 4}, {1, 0, 2, 1}};
X={x,y,2z,t}; B={a 2, a, 2};
Reduce[A. X ==B, X]

== -3&8&X ==2-t -22&88y == -7 -2t -z |
a==288X ==2-t -2288y ==-2-2t -z

Sea ¢ {-3,2}: non esistono soluzioni;
sea e {-3,2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

[24]

A={{2, a, 1}, {1, 1, a}, {1, 1, 1}}; X={x1, x2, x3}; B= {2, 4, a};

Reduce[A. X == B, X]
a==28&8x1 == -x28&8x3 == 2| |

X1 -3+ a88x2 = - 28ggxg__ 4-2

= && -2 +a+0&&-1+a+0
-l+a -l1+a

Sea ¢ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
sea = 1: non esistono soluzioni;
sea = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[25]

A={{1,0,1, 2}, {-1, -1, 1, 1}, {4, 1, 2, 5}};
X={x,y,2z,t}; B={2,a 2, a};
Reduce[A. X ==B, X]

a==-3&x ==2-2t -z&y ==-11+3t +22]| |
a==-288X==2-2t -2&8y == -6 +3t +2z

Sea ¢ {-3,2}: non esistono soluzioni;
sea e {-3, 2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

[26]

A={{2, -1, 3, 1}, {4, 1, -2, -1}, {2, 5, a, -5}}:
X={x,y,z,t}; B={0, 0, 0};
Reduce[A. X ==B, X] 1

- _1388x ==—%&&y == (3t +82) ]

X == 0&8y ==t &&z == 0&&13 +a + 0

Sea # —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
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sea = —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

[27]

A={{12 -1, a}, {-1,a-2,1, 0}, {0, 2,1, 0}, {-1, -2, 1, a}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{a->0}, {a>0}}

Nul | Space[A/.a - 0]
{{0, 0,0, 1}, {4, -1, 2, 0}}

Sea + 0: esiste solo la soluzione nulla;
sea = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(28]

A={{1,1, -1}, {1, 2a+1, -a-1}, {1, a, -1}};
X={X,Y,2}; B=(0, 2a+1, a-1};

Reduce[A X ==B, X]

a==18&8X == -3 +y& &z == -3+2y||

1 -
X == a&&y::l&&z::—g&&—lJra;tO&&a#O

Se ) £ {0, 1}: esiste una sola soluzione;
seA = 0: non esistono soluzioni;
seA = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[29]

A={{1, -1, -1}, {3, 1, 2}, {4, a, 0}};

Sol Ve[mt [A] == 0]

{fa--5}}

Nul | Space[A/.a - -4/5]

(-3 5

(30]

A= {{3, 2, 1}, {5, 3, 3}, {7, 4, 5}, {1, 1, -1}};
X={x,y,2}; B=(1, 2, 3, 0};

Sol ve [A. X==B, X]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{x>1-3z,y>-1+4z}}

x==-3-1y=4-12z=t, teR.
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(31]

73

A= {{1, 1, h}, {1, 1, 2}, {2, -h, 4}}; X={X, Yy, z}; B={2h, -1, -2};

Reduce[A. X == B, X]

h::—Z&&X::l(—szy)&&z::EH
5h 2 1+2n
X ==~ 88y == 088z ==~ " 8&-2+h+ 0882 +h + 0
5h -1-2h
h —22: = — = = -
Seh ¢ {-2,2}: x 5—h Y 0,z S h

5 3
h:—2: = —— — = = — R
se X > t,y=t, z 7’ teR;

seh = 2: il sistemae’incompatibile.

(32]

A= {{h, 1, h}, {2, -1, 2}, {3, 3, h+2}};

X={x,y, z}; B={-1, -h-1, -h-2};

Reduce[A. X == B, X]
::—2&&x::% (1-22)8&&

y ==
h==188x == -1-288y ==0] |
X == 3&8y == -1 +h&&z == 4&& -1 +h +0&82 +h + 0

(-1+22z) ||

W[

Sehé{—Z,l}: X =3, y:—]_+h, z=-4;

1-3t
seh=-2:x=t,y=-t, z= — teR;

seh=1:x=-1-2,y=0,z=21, AeR.

(33]

A ={{1, 2, -1}, {-1, 0, 1}, {1, 4, -1}}; X={x,y, z}; B:={0, 1, 0};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

(34]

A = {{-h, 1, 1}, {1, -1, 0}, {h, -2, -2}}; X={Xx,y, z}; B={2, -1, k};

Reduce[A. X == B, X]

h == 088k == 488y == 1 + x&&z == 1 - x| |
- ’4h’k&&y - ’4*hh’k&&z::4’3h;k’hk&&h¢o

X =

Seh # 0,Yk € R: esiste una sola soluzione;
seh =0,k £ —4: non esistono soluzioni;

seh = 0,k = —4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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(35]

A ={{1, 2, 1}, {1, 2-h, 2+h}, {1, 2+3h, -2h}};
X ={x1, x2, x3}; B={1, 2, k};
Reduce[A. X == B, X]
== 288K == -2&8x1 == -2 (-1 +2x2)8&8x3 == -1 +2x2] |
— 2_ —
h == 088k == 088&X1 == -2 X288&x3 == 1| |Xx1 == Zh”;h 2hk2 el
h+k+hk 24k !

X2 == 1 2oh) 3=

&&h + 0&&2 +h + 0

Seh & {—2,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;

seh = k = -2: esitono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh= -2, k+ —2: non esistono soluzioni;

seh = k = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh =0, k# 0: non esistono soluzioni.

[36]

A={{2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2+3h, -2h, -1}};
X = {x1, X2, x3}; B= {0, 1, k};

Reduce[A. X ==B, X] 1
== -10&8k == -3&&%x2 == = (-1 +10x1)&_X3 ==

L oaaxy
1 1 1 !
h::O&&k::§&&x2::§&&x3::—(—1+6X1)H
-1+2h+3k+hk +k
o 350N nk "o
-2+h+ +
X3::W&&h¢0&&10+h#0

Seh & {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;
seh = -10, k = —3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

seh = -10, k # —3: non esistono soluzioni;

1 . e L
seh=0, k= 3 : esistono infinite soluzioni;

1 . .
seh=0, k+ 3 . non esistono soluzioni.
[37]

A= {{2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2 +3h, -2h, -1}};
X = {x1, X2, x3}; B= {0, 0, k};

Reduce[A. X == B, X]

—— 1088k -- 0&&x2 —= 10X  gax3 - %\ \
h —= 088K == 08&X2 ~= 0&&X3 == 2 x1] |
__ (B+h)k Kk __(6+h)k
X1 =TT 88X2 == 15 88X == o7 &8N # 08&10 < # 0

Seh & {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;

seh = -10, k = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh = -10, k # 0: non esistono soluzioni;

seh =0, k= 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh =0, k# 0: non esistono soluzioni.
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(38]

A= {{1, 1, 1}, {1, -k, 1}, {-1, k, 1}}; X={x1, x2, x3}; B= {k, -1, k};

Reduce[A. X == B, X]
k == -1&8x1 == -x28&&X3 == -1 |

X1 == 1 (114 K)&&X2 ~= 188X3 —=

5 (-1+k)&1 +k 0

N| =

Sek+ -1:x = %(—1+ K), Xo=1, X3 = %(—1+k);

sek=-1:x;=-t, X=t, x3=-1, teR.
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Soluzioni - M atrici e deter minanti

(1]
A= {{1, 2, 0}, {-1, 2, 2}, {1, -1, -1}};
Det [A]
2
Mat ri xFor m[l nver se [A] ]
0 1 2
1 1
= -— -1
3?2
2 2
0 1 2
1 1
detA=2, Al=| 5 —3 -1
1 3
= Z 2
2 2

(2]
A= {{1, 3, -1}, {2, 1, -1}, {2, -1, 0}};:
Det [A]
-3
Mat ri xFor m[l nver se [A] ]
11 2
[2 B
i 3 3
3 3 3
1 1 2
3 3 3
deta= -3 Al-| 2 21
3 3 3
4 75
3 3 3
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Capitolo 9 — Soluzioni - Matrici e determinanti

(3]

A= {{1, 2, 3}, {0, 1, 2}, {-1, 4, h}};

Sol Ve[mt [A] == 0]

{{h->9})

Mat ri xFor m[l nver se[A]]
-8 +h 12-2h 1
—Qih —39++hh —Qih
—91+h —géh —91+h
-9+h " 9+h -9+h

EsisteA™! per ognih  9;

-8+h 12-2h 1
-9+h -9+h -9+h

AL = -2 3+h -2
-9+h -9+h -9+h
1 -6 1
-9+h -9+h -9+h
[4]

A= {{1, -3, 1, 2}, {h, 0, O, 0}, {1, -1, 0, O}, {0, 0, O, h}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{h->0}, (h->0}}

Mat ri xFor m[l nver se [A]l]

0 % 0 0
0 b 10
2
o o o =
EsisteA™! per ognih # 0;
1
0 h 0 0
0 % -1 0
A=
2 -2
12 -3 -
1
0O 0 O n
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(5]

A= {{1,2,1,1}, {2,1,0,0}, {0,1,1,h}, {3, 2,1, 1}};

Sol ve[Det [A] == 0]

{{h->1}}
Mat ri xFor m[l nverse[A/.h - 0]]
15 o 1
2 2
1 1 0 -1
-1 -1 1 1
1 1
2 1 3

1 1

-5 0 0 3

1 1 0 -1
ii) Al =

1 -1 1 1

1 1

5 1 -1 3
(6]

A={{0, h, 1,0}, {0, 1,2 1}, {h+1,0,0, 0}, {0, 2, 1, 3}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{he—l}, {h S %}}

A & invertibile perh & {—1, %}

(7]

A={{0, 2, -1, -3}, {4, 1, 0,0}, {2, -1, 1, 0}, {1, 0, -2, 0}};

Det [A]
39

detA = 39.
(8]

A={{1, 2, 3,4, -1}, {5, -2, 6, 0, -1},
{2, -3, 4, -1, 7}, {0, 1, 2, 3,4}, {1, -1, 0, 0, 0}};

Det [A]
93

detA = 93.
(9

A={{0,0,0, 1,2} {1, 3, 2, -1, 0},
4,3, 2,1,5}, {1, -1, 2,1, 3}, {0, 2, 3, -1, 4}};

Det [A]
009

detA =99.
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Capitolo 9 — Soluzioni - Matrici e determinanti

(10]

A={{1, -2, 3, -4}, {-2, 3, -4, 1}, {3, -4, 1, -2}, {-4, 1, -2, 3}};

Det [A]
160
detA = 160.
(14

A= {{k+1, k+2, k+3}, {1, 2, 3}, {1-2k, 2-2k, 3-2k}};

Det [A]

0
detA=0.
[12]

A= {{x, x-1,x-2}, {1-x,2-X,3-x}, {4, 5, 6}};

Det [A]

0
detA=0.
[13]

A={{1,1, 0}, {1, 0, -1}, {0, -1, a"2-2}};
X ={x1, x2, x3}; B={2, 3, a};
Reduce[A. X == B, X]

a==1&8x1 == 3 + x3&8&%2 == -1 - x3| |

x1 ::4+3a&&X2 == ’Z’a&&x3== l—la&&-1+a¢0&&1+a¢o
+

1l+a l1+a

Sea ¢ {—1, 1}: esiste una sola soluzione;
sea = —1: non esistono soluzioni;
sea = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(14]

A= ({2, -3, 1}, {1, a"2-14, 4}, {-1, 5, 3}};
X={x1, x2, x3}; B={4, a+2, 2};

Reduce[A. X == B, X]

2 1
a==48&8x1 === (5+7x2)& %3 === (8-7x2) ||
2 (27+5a) 1 __25+8a
X1 == 7 @ a) &&x277—4+a&&x37777(4+a)&&74+a¢0&&4+a¢0

Sea # +4: esiste una sola soluzione;
sea = —4: non esistono soluzioni;
sea = 4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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[15]

A={{2, -3, -2, 1}, {4, -6, 1, -2}, {6, -9, -1, -1}};

X = {x1, x2, x3, x4}; Bl = {1, 2, 0}; B2 = {1, 2, 3}; B3 = {0, 0, 0};
Reduce[A. X ==B1, X]

Fal se

Reduce[A. X == B2, X]

1
x1 =10 (5+15x2 +3x4)&8X3 == ——

Reduce[A. X == B3, X]

3
x1 == 10 (5 X2 + x4)&8X3 ==

4 x4

AX = B; € incompatibile,
AX = B, ammette infinite soluzioni (non nulle) che dipendono da due incognite libere:

3

3 A 1
2 10 3
1 0 0
X = AL+ 4 Ay + , A, A2 eR.
0 — 0
5
0 1 0

AX = Bz ammette infinite soluzioni (compresa la soluzione nulla) che dipendono da due incognite libere:

3 3
2 10
1 0
X = AL+ A2, A, A2 eR.
0 4
5
0 1
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Capitolo 10

Soluzioni — Calcolo vettoriale

(1]

a={h, -1, 3}; b={1, -h, k}; c={-2,0, k}; X={X,y, 2};

Reduce[Cross[a, X] + Cross[X, b] ==c¢c, X]

h==1&&k::0&&x::0&&y::§\\

> kz 1 2
_3k+k ::272h&&x::7&&y::§k(_1+h+z)&&fl+h¢0
Sek:h—1:x=(h;21A,1+ h;zl)m), LeR;

sek # h—1: non esistono soluzioni.

[2] aA(@aAc)=-llal’c; a-(aAc)=0.

(3]

a={1,2 0}; b={0, 1, 1};

Cross[a, bl
{2, -1, 1}

Cross[a, Cross[a, bl]
{2, -1, -5}

#B = (a,aAb,aA (aAb)), per esempio.

(4]

a={1,2 0}; b={0, 1, 1};

a.b

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
b - Proj ectionfb, aj
(-5 51)
5 5
a-Projectionla, b]
{1, 1, -1}

i) No;
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. 2 1
i) vi =(x1,+£1,¥1), vo= (¢§,ig,i1).
(5]

a=(1,1,0}; b={2,0, 1};

a.a-b.b

-3

<<Linear Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

No;mal ize[a] + Normalize[b]

i 1
vz % 7 )
Nor mal i ze[a] - Nor mal i ze[b]
1 2 1 1
1z v 7 &)
i) No;
(1 2 1 1)
in|l—=+—=, —=,+—=
2 5 V2 +/5
(6]

a={1,0, -2}; b={0, 1, -1};

c =Cross|[a, b]
{2,1, 1}

Cross|[a, c1]
{2, -5, 1}

B=(a,c=(2,1,1),alAc).

(7]

a={1,3, h};b={-1,5, 0}; c={1, -2, -1}; X={X, Y, z2};

Reduce[{Cross[a, c].X==0, Cross[b, c].X==0, X.c/c.c == -1}, X]
h== %&&x ::% (-18 +5Y)&&z ::% (30 -11y) | |
X == -188y == 2&8z == 1&88 +3h # 0

8 . .
Seh + - 3 . esiste una sola soluzione;

o

seh = — = esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

w

(8]

u={2, 1, 3};v={0, 2 3};
<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

2Proj ectionfu, vl -u

{-2 & 1)

_(23_12_7)
*=\™ 137 13)
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Capitolo 10 — Soluzioni - Calcolo vettoriale

(9

u={2, 1, 3}; v={0, 2, 3};
<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
Nor nal i ze[u] + Normal i ze[v]

{ﬁi E
7' VI3 V1 Vi3 Via

Nor mal i ze[u] - Normal i ze[v]

{ﬁ 2,2 8 3,
7 VI3 Vid VI3 Vi

b V14 13V14+28Y13 39V14x42V13
L7 182 ' 182 '

(10]

a={1,2,3}; b=(-1, 3, -1}; c={0, 1, 1}; x = {x1, x2, x3};

Sol ve[2 (x.a) b+ Cross[x, b] == ¢, x]

{{Xl - %, X2 - —12—1, x3 eO}}

5 2
X—(ﬁ,—ﬂ,o).

[11] (a+b-c)-(a—-b+c)A(-a+b+c)=—-4a-bAc.

[12] v = }u+(

211)
3

37373)

[13] Usare le definizioni e le idenétfrigonometriche.

(14]

u={2, 2, -2}; v={1,0, 1};

m= {u, v, Cross[u, v]}
({2, 2, -2}, {1, 0, 1}, {2, -4, -2}}

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, -3, 2}]

{,E e 3}
3’2" 12

2 3 5
v——§u+ §v+ 1—2(u/\v).
[15]

u={1,0, -1}; v={1, 1, 0}; x = {x1, x2, x3};

Sol ve[{Det [{u, v, Xx}] ==0, X. (u+V) ==0, X. X ==1}, X]
{{x1—>0, X2 o -1 X3e—i}, {xleo, X2 - = X3ei}}

V2’ V2 V2’ V2
x:[O,ig,igz].
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[16]

u={1, -2, -1}; v={1, 1, -1}; x = {x1, x2, x3};

u.v

Sol ve[{Cross[u, X] ==V}, X]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x1--1-x3,%x2->1+2x3}}

x=(-1-1,1+21,1), AeR.

[17] x=B+A,7-1,4+1), AeR.

(18]

u={1, -1, h}; v={2, 0, h}; w={-2, 1, 0}; x = {x1, x2, x3};

Reduce[{Xx.u==0, x.v/v.v ==2, Det [{X, v, w}] ==48}, X]
h == -288x1 == 8 + Xx3&&x2 == 8 - X3 | |

4 (-2+7h-2h?%+h?) 2 (4+10h-2h? +hd)

X1 == g 8&X2 == - —
x3::—%&&—2+h¢0&&2+h¢0&&4+h2¢0
-2+

Seh # +2: esiste un solo vettore,
seh = 2: non esistono vettor,
seh = -2: esistono infiniti vettorix le cui componenti dipendono da un’incognita libera.

[19]

a=(1,0, -1}; b={2, 1, 2}; X={X, Y, z};

Sol ve[{Cross[a, X].Cross[a, X] ==36, Cross[a, b] == X}, X]
{{y>-4,x-1,2-51}}

Li near Sol ve[Transpose[{a, b, {1, -4, 1}}1, {4, -1, 3}1]

(2 13 =)
2’ 9’ 18
. .. 113 11
|)X—(1,—4,1). ||)C—(§,§,l—8).

[20]

a={2,1,1}; b=(0, 1, 1};x={2, 0, 4};

Li near Sol ve[Transpose([{a, b, x}1, {4, -1, 3}1
{1, -2, 1}

)x=a+b+A(aAb), AeR.

i) c=a-2b+x,sex=(204).
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Capitolo 10 — Soluzioni - Calcolo vettoriale

[21]

x = {1, -1, 2|},'y={|,|,—2};2:{1,0,0},‘

Sol ve[Det [{X, Yy, z}]1 ==0, | ]
ol --13, {I -1}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Sol ve[Cross[Normal i ze[y] + Normalize[z], x] == {0, 0, 0}, | ]
{}

Sol ve[Cross[Normal i ze[y] - Normalize[z], x] == {0, 0, 0}, | ]
{1

) A==+1. ii)No.

[22]

al=1{1, 3, -2};a2={-2,a-6, a+4};
a3=({-1,a-3, a2+a+1};b={0, -2, a-1};

Sol ve[Det [{al, a2, a3}] == 0, al
{{a- -1}, {a->0}, {a>1}}

Li near Sol ve[Transpose[{al, a2, a3}/. a-»2], b/. a-»2]
{-3, -2, 1}

|) aé¢ {-1,0, 1}; II) b = —-3a; — 2a, + a3.

(23]

ul={1,1, 2};u2={2, -1, 3}; u3 ={3,0, hy;

Sol ve[Det [{ul, u2, u3}] ==0]
{{h->5}}

h+5.

[24]

u={1, 3, 2};v=1{-2,1, 1};w= {t, 0, -1};
RowReduce[{u, v}1]

1 5
{r.o -3} {01 3}
Sol ve[Det [{u, v, w}] == 0]
{{t =7}}

Solve[ (W .t »7) ==au+bv, {a, b}]
{{a>1, b>-3}}

t=7,w=u-23v.

[25] dim(E; NE1) =1, Ey NE1 = £(2i+ 3j - 3k).

[26]

a={0,1,2};b={3 -1, 1}; ¢ = {-1, 2, 2};

c-(c. Cross[a, b])/ (Cross[a, b].Cross[a, b]) Cross|[a, b]
{_Z e E}
6’3" 6
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_Z +§'+£3k
6' 731"
[27]

vl={-1, -2-2k, -2};v2={1, -2+2k, -2}; v3 = {4, -7-k, 8};
Sol ve[Det [{v1, v2, v3}] == 0, k]

({3}

Sol ve[v3 ==avl + bv2]

{{ae—4, b -0, ke—g}}

i) k:—g. i) vs = —dvy.

(28]

a={1,2,61}; b={2, -1, 1}; c = {1, -1, 0};

Det [{a, b, c}]
2

<<Linear Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

GranSchm dt [{a, b, c}]

(ESNDRY)

-
g %] = L(—11,8,—5), ez =e;N\ey.

V210

[29]

us= {1, o, -h},‘ V = {O, h, —1}; W= {h, 2h, -1},‘

Sol ve[Det [{u, v, w}] ==
{{h-0}, {h-> -1}, {(h>i}}

Sol ve[Cross[u, v] == {0, 0, 0}]
{1

Solve[{u.v==0, u.w==0, V.wW== 03}1
{1

(u- éu.Crloss[v, w])/ (Cross[v, w].Cross[v, w])Cross[v, w])/.h-2

&&=
i) h=0. ii)No. ii)No. iv) (% g,—%).
[30]

u={1, -1, 0}; v={1,0, 1}; X={X, Yy, 2}:

Solve[{X. u= , Xov==0, X.X==1}, X]

1 1 1 1
H“ Nl T ﬁ}'{y*ﬁ'“‘?'“ﬁ}}
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Capitolo 10 — Soluzioni - Calcolo vettoriale

L

V3

(-i—-j+k).

[31]

us={2h, -1, h}; v={h, -1, 0}; w= {1, -h, 0};
Sol ve[Det [{u, v, w}] ==0]

{{h>-1}, {h-0}, (h-1}}

Sol ve[Cross[u, v] == 0]

{{h>0}, (h->0}}

Hhh=0,h==+1. i) h=0.

[32]

a={2,2, h}; b=(1, -1, 2h};

Sol ve[Cross[a, b].Cross[a, b] == 561
5 5

{{ho2 ) (o2

Sol ve[a. b == 0]

{{h=0}, (h->0}}

Sol ve[Cross[a, b] == 0]
{}

. | 5
i)h==2 17

i) Si perh = 0, no perck’le loro proiezioni ortogonali sul piano vettoriale individuatoidadaj sono ortogonali.

(33]

u={1,0, 1}; v={0,1, 1}; X=(X, Y, 2};

Sol ve[{X. Cross[u, v] ==0, X u==0, X X==2}, X]
{{ye—i,X%i,Z%—i}, yei,xe—l,Z%i}}
V3 V3 V3 V3 3 V3

Li near Sol ve[Transpose[{u, v, Cross[u, v]}], {1, 0, 0}1]

2 1 1

{533

V3 2 1 1
i)+—(@1,-2,-D. i)|=,—-=,—-=|.
) =g 02D, 0 3-3.-3)
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(34]

u=1{1, 2, -1}; v={1,0, 2}; w={-t, t, t +2};W ={X, Yy, 2};

Sol ve[Det [{u, v, w}] == 0]

{fe~-5)}

Sol ve[w==au+bv]
{{ae—g, b%%, t a—g }

HyeS\/g,X»4\/g,z»2Jg},
{y»S@,x»4 239,292@}}

N, 4 3 2

I)t——§,w———u+§v

ii) w'—[4\/§ —3\/5 —2\/:_3)
VBTV VS

[35] Sellxll? = llyli?, dalla definizione di norma e dalle propaetel prodotto scalare, segue:
(x+y) - (x-y)=0. Il viceversa si ottiene in modo analogo.

[36] Siassume chéxll? = llyll?. Dalla formula del prodotto scalare, segue:
CO9X,X +y) = COgy,X +y) € CO%X,X —y) = COqy,X - y).
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Capitolo 11

Soluzioni - Autovalori e autovettori

(1]

A={{2, 1, 0}, {1, 2, 1}, {0, 1, 2}};

Ei gensyst em[A]

{{2, 2 -2, 2+\E}, {{-1, 0, 13, {1, 2, 1}, {1, V2, 1}}}

M=2 0=2-2 23=2+2.

Vi, = £((=1,0,2)), Vi, = L(1, -V2,2)), Vi, = L((L, V2, D).

(2]

A={{2, 1, -1}, {1, 1, 1}, {-1, 1, 5}};

Ei gensyst em[A]
{{o.a-v2, 4442}, {12, 3, 1),
{ 2(1442) 2,2 1}, | 2(-1++2]
2+~2 1 24420 T 2++/2
Root Reduce[%[ [2]]]

{{2, -3, 13, {4+3ﬁ, 3+24/2, 1}, {4-3\5, 3-2+2, 1}}

2.2
= 1}}}

=0 20=4-V2 3=4+V2

Vi, = £((2,-3,1), V), = L((4+3V2,3+2V2,1)),
Vi, = L((4-3V2,3-2V2,1)).

(3]

A= {{2, 0, 2}, {0, 1, 0}, {2, 0, -1}};

Ei gensyst em[A]
{{-2,1, 3}, {{-1, 0,2}, {0,1, 0}, {2,0, 1}}}

AM=-2, =1 A3=3.

V/\l = -E((_lv 01 2))1 V/\z = -E((Ov 11 O))1 \//13 = L((zv 01 l))
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(4]

A= {{1, -2, -1}, {-2, 0, 2}, {-1, 2, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{-2,0, 4}, {{-1, -2,1}, {1,0, 1}, {-1,1,1}}}

A =-2,2,=0 23=4.

V/\l = L((_lv _2! 1))! V/\z = L((la 0! 1))! V/\g = L((_lv 11 1))
(5]

A= {{2, 1, 1}, {1, -2, 3}, {3, 4, -1}};

Ei gensyst em[A]
{{-5,0, 4}, {{O0, -1, 1}, {-1,1, 1}, {9,7,11}}}

A1=-5 2,=0, 23 =4.

Vi, = £((0,-1,1)), Vi, = L((-1,1, 1)), Vi, = L((9,7,1D)).
(6]

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, {{1, -1, 13}, {-1,0, 1}, {-1,1,0}}}

A1=0,2=2 (dOppIO)

V/\l = L((la _11 l))v V/\z = -E((_lv 01 1)1 (_11 11 O)) .

(7]

A= {{1, -1, 0, 0}, {-1, 2, -1, O}, {O, -1, 1, O}, {0, 0, O, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 3}, {{1, 1, 1, 0}, {0, 0,0, 1}, {-1,0,1, 0}, {1, -2,1,0}}}

A1 =0, 22 =1 (doppio), A3 = 3.

V/\l = L((la 11 11 O))'I V/’lz = L((Ov 01 01 1)1 (_11 01 l! O))v V/13 = L((ly _21 11 O)) .
(8]

A={{1, 0,0, 0}, {0, 1, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 23}, {{0, 1, 1, O}, {0, O, O, 1}, {1, 0,0, O}, {0, -1, 1, 0} }}

A1 =0, 22 =1 (doppio), A3 = 2.

Vi, = £((0,1,1,0)), Vi, = £((0,0,0,1),(1,0,0,0)), Vi, = L((0,-1,1,0)).
(9

A={{3, -1, 0, 0}, {-1, 3,0, 0}, {0, 0, 4, 1}, {0, O, 1, 4}};

Ei gensyst em[A]
{{2, 3, 4,5}, {{1, 1,0, 0}, {0,0, -1, 1}, {-1,1,0, 0}, {0,0,1,1}}}

A1=2,2=3A3=4, A4=5.
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V/\l = -E((la 11 01 O))v V/’lz = L((Oy Oy _11 1))1

Vi, = L((-1,1,0,0)), Vo, = £((0,0,1, 1)).

[10]

A={({1,0,0, 0}, {0,0,0, 0}, {0, 1,1, 0}, {0, 0, O, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 13}, {{0, -1, 1, 0}, {0, 0,0, 13, {0,0, 1,0}, {1,0,0,0}}}

A1 =0, A2 = 1 (triplo).

V), = £((0,-1,1,0)), Vi, = £L((0,0,0, 1),(0,0,1,0),(1,0,0,0)).

[11]

A={{1, -4,3,0}, {-4,1,0,0}, {3,0, 1,0}, {0, 0,0, 1}};

Ei gensyst em[A]

{{-4,1,1, 6},
{{-5, -4, 3,03}, {0,0,0, 1}, {O, 3, 4, 0}, {5, -4,3,0}}}

91

A1 = -4, A, = 1 (doppio),A3 = 6.

V/\l = L((_Sv _41 31 O))v V/\z = L((Oa 01 01 1)! (01 31 41 0))1 V/\s = -E((Sa _41 31 0)) .

[12]

A={{2, 00 0}, {0, 1,1, 0}, {0,1,1,0}, {0,0,0, 2}};

Ei gensyst em[A]
({0, 2, 2, 2}, {{O, -1, 1, 0}, {O0,0,0, 1}, {O,1,1, 0}, {1,0,0,0}}}

A1 =0, Az = 2 (triplo).

W\, = £((0,-1,1,0)), Vy, = £((0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0)).

(13]

A={{0, 0, 0, 0}, {0, 1, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, O, O, O}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 0, 0, 2}, {{0, 0,0, 1}, {0, 1,1, 0}, {1, 0,0, 0}, {0, -1,1,0}}}

A1 = 0 (triplo), A, =2.

V), = £((0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0)), Vy, = £((0,-1,1,0)).
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(14]

A={{1, 0, 0, 2}, {0, 1, O, 2}, {0, O, 1, 2}, {2, 2, 2, 3}};
Ei gensyst em[A]
{{1,1.2-v13, 2+v13}, {(-1, 0, 1, 03,

2 2 2
-1, 1,0, 0}, § - ;- ;- o A
¢ ; { —l+\2/13 -1++/13 -1++/13 }

2 2
{l+\/ﬁyl+\/ﬁyl+\/ﬁ' 1}}}
Root Reduce [%]

{{1, 1,2—VE,2+VE} {{ ,0,1,0}, {-1, 1, 0, 0},

(E (18], 2 (-1 vE), }(-2vid). 1)
R (2ovm). L (aavm), L (1w, )

A1 = 1 (doppio), A2 =2—+/13 A3 =2+ 13.
= /L((-1,0,1,0),(-1,1,0,0),
= L(1+V131+ V13 1+ V13 -6)),
he = L(1-V131- V13 1- V13 -6)).

[15]

A= {{2, -1, 0, 0}, {-1, -2, 0, O}, {O, O, 2, -1}, {0, O, -1, -2}};

Ei gensyst em[A]

{{-5 -v5 5,5}, {{o, 0, -2+ 5, 1},
{_2+\@, 1, 0,0}, {0, 0, -2 -+/5, 1}, {-2-\@, 1,0, o}}}

—v/5 (doppio), A2 = V5 (doppio).
= £((0,0,-2+/5,1),(-2+ /5,1,0,0)),

= £((0,0,-2—-+/5,1),(-2 - +/5,1,0,0)).

[16]

A= {{a, 2, a-1}, {-3, 5, -2}, {-4, 4, -1}};

Sol ve[{CharacteristicPol ynom al [A x]/. X »1} ==
{{a—>0}}

Ei gensystem[A/.a - 0]
{{1, 1, 2}, {{0, 1, 2}, {0, O, O}, {1, 1, 0}}}

i) a=0. ii)No.

(17]

A= {{1, 0, 0}, {1, -1, 0}, {2, 3, 2}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, 1, 23, {{0, -1, 1}, (-2, -1, 7}, {0, 0, 1}}}
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2 0 0
i)P:[—l -1 o]. ii) No.

7 1 1

(18]

A={{0, h, h}, {1, h"2-h, 1}, {h-1, 0, h-1}};

Sol Ve[mt [A] == 0]
{{h-0}, {(h-0}, (h>1}, {h->1}}

Ei gensystem[A/. h - 1]
{{-1, 0, 13}, {{-1,1, 0}, {-1, -1, 1}, {1, 1, 0}}}

D he{01}. i)Ad1=-11,=0, A3=1.

Vi, = L((-1,1,0)), Vi, = L(-1,-1,1)), Vi, = £((1,1,0)). iii) Si
(19]

A= {{1, 2, -4}, {2, -2, -2}, {-4, -2, 1}};

m= Ei gensyst em[A]
{{-3, -3, 6}, {{1, 0, 1}, (-1, 2, 0}, {-2, -1, 2}}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

G anSchm dt [m[[2]]11]
1 1 1 242 1
Hﬁ’o’ ﬁ}’{’ﬁ’ 3 ﬁ}’{’

})

W=
wWiN

2
=~

i) Ay = =3 (doppio),A, = 6.

V/\l = -E((la 0! 1)! (_1l 2! O))v V/\z = .E((—Z, _1! 2)) .

ve=(( o g (ar S e 55 3)

11 2

V2 3/2 3

iyp=| o 22 1
3 3

11 -2

V2 3/2 3

[20]

A= {{3, 2, 1}, {-3, -2, h+1}, {6, 4, 2}};

Sol ve[{Char act eri sti cPol ynom al [A, x]/.x -3} ==01]
{{h->-2}}

Ei gensystem[A/. h » -2]
{{0, 0, 33}, {{-1, 0, 33}, {-2,3, 0}, {1, -1, 2}}}

i) h=-2. i) Ay = 0 (doppio),A, = 3.

V/\l = -E((_lv 01 3)1 (_21 31 O))! V/’lz = L((lv _11 2)) .
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0
D=| 0
0

[oNeoNe]
w o o

B=((-1,0,3),(-2,3,0),(1,-1,2).
(24

A={{1, -2, 4,1}, {2, -3, 9, -1}, {1, 0, 6, -5}, {2, -5, 7, 5}};

Det [A]
0

Si.
[22]

A={{1, -1, a+2}, {2a+1, -1, 0}, {0, O, a}};
X = {x1, x2, x3}; B={0, 0, 0};

Reduce[A. X == B, X]
a == 0&&X2 == Xx1&8x3 == 0| | X1 == 0&&x2 == 0&&x3 == 0&&a # 0

c:=A/.a-» -1

Mat ri xFor m[b = Tr anspose[c] +cC]

2 -2 1
-2 -2 0
1 0 -2

Ei genval ues[b]
{-3, -2, 3}

a + 0: una soluzione (la soluzione nulla);
a = 0: infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

2 -2 1
B="A+A=| -2 -2 0 |,211=-32=-223=3.
1 0 -2

(23]

A= {{0, a, -1, 0}, {a, O, 1, O}, {-1, 1, -1, 0}, {0, O, O, a}}:

Sol ve[Det [A] == 0]

{{a->0}, {a—>0}, {a—>2}}

Ei gensystem[A/. % [1111]

{{-2,0 0,1}, {{12, -1, 2, 0}, {0,0,0, 1}, {(1,12,0,0}, {-1,1,1,0}}}
i)aé&{0,2). i) A3 = -2, A, =0 (doppio),A, =1.

Vi, = £((1,-1,2,0)), Vi, = £((0,0,0,1),(1,1,0,0)), Vy,, = £((-1,1,1,0)).
(24]

A={{2, 1, a}, {1, 1, -1}, {a, -1, 2}};

Sol Ve[mt [A] == 0]
{{a> -2}, {a>0}}

Ei gensyst em[A/.a - 0]
{{0, 2, 3}, {{-1, 2,1}, {1, 0, 1}, {-1, -1, 1}}}
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i)ae{—Z,O}. II) A1 =0, 1, =2, A3=3.

V/\l = -E((_lr 21 1))! V/\z = -E((l! 0! 1))! V)Lg = -[:((_1! _11 1))
[29]

A= {{0, 2, a}, {2, 1, 1}, {a, 1, 1}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{a—>2}, {a—>2}}

Ei gensystem[A/.a - 2]
{{-2,0, 4}, {{-2,1, 1, {0, -1, 1}, {1,1, 1}}}

i)a:2; II) A1 =-2, 2, =0, A3 =4.

Vi, = L((=2,1,1), Vi, = L((0,-1, 1)), V), = L((1,1,1)).
[26]

A={{1, 0, 1}, {1, h, 2}, {-1, h, 1-h"2}}; X=(X, Yy, z}; B={0, 1, h};

Reduce[A. X == B, X]
h==1&88x == -z& 8y ==1-27| |

+h 1
x::1+h&&y::h(1+h>&&z::ﬂ&&fl+h¢0&&h¢0&&l+h¢0
m:=A/.h-0
Mat ri xFor m[c = m Transpose[m] ]

2 3 0
3 5 1
o 1 2

Ei gensystem[c]
{{0, 2, 7}, {{3, -2, 1}, {-1,0, 3}, {3,5, 1}1}}

i) Seh & {-1,0,1}: esiste una sola soluzione;
seh € {-1,0}: non esistono soluzioni;
seh = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

2 3
iyC=| 3 5
01

N~ O

0O 0O
; D= 0 2 0|; iii)no.
0O 0 7

(27]

A={{1,0 1}, {2, h+1, 1}, {-h"2-2h, h+1, -1}};
X={x,y,2z}; B={0, 1, h+1};

Reduce[A. X == B, X]

h::O&&y::lfx&&zzzfox::;&&
3+h 1‘2‘h
y == T h (2+h)&&z::2+h&&h¢0&&1+h¢0&&2+h¢0
a:=A/.h--1
Mat ri xFor m[b = a. Transpose[a]]
2 3 0
3 5 1
0o 1 2

Ei gensyst em[b]
{{0, 2, 7}, {{3, -2, 1}, {-1,0, 3}, {3,5,1}}}

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica

95



96 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

i) Seh & {-2,-1,0}: esiste una sola soluzione;
seh e {-2,-1}: non esistono soluzioni;
seh = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

i3]

(28]
A= {{0, -1, k}, {-1, h, -1}, {k, -1, 0}};

SO WwWN
= 01w
N = O
[eoNeNe)
o N O
~N O O

\
J. iii) No.

—

Sol ve[ Det [A] == 0]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

(-2} vo01)

a=A.{h-0, k->1};

b = Ei gensyst em[a]
{{-1, -1, 2}, {{-1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {1, -1, 1}}}

Mat ri xFor m[Transpose[b[[2]11]11]

-1 1 1
0 1 -1
1 0 1

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[Transpose[G anmSchm dt [b[[2]11111]

1
2 % ﬁ
0 2 1
L P
V2 & B

)k+0eh=+ -

(-1 0 0) (-1 1 1

i) D 0O -1 0f|; P=] 0 1 -1

0O 0 2 1 0 1

210101

V2 VB V3

iii) A ésimmetricaQ = 0 % _i?’

PR

V2 V& V3

[29] i) SeAq, Ay, ..., A sono gli autovalori dA con moltepliciaemg, my, . . ., my, rispettivamente, allorar™, Az, ..., A

sono gli autovalori diA~t, con le stesse moltepligithy, my, ..., my. i) D’ = D1, P’ = P.

[30] i) SeAy, Ay, ..., A sono gli autovalori dA con moltepliciimy, my, . .., my, rispettivamente, allon’ﬁ, A%, e ,AE

sono gli autovalori diA?, con le stesse molteplieithy, my, ..., m. i) D’ = D%, P’ = P.
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(31]

A={{0, 1,0, 0}, {1, 0,0, 0}, {0,0, 1,2}, {0,0, 2, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 1, 3},
{{0,0, -1, 13}, (-1, 1, 0,0}, {1, 1,0, 0}, {0,0, 1, 1}}}

i) A1 = =1 (doppio),Ao =1, A3 =3.
V/\l = -E((Oa 01 _lv 1)1 (_11 lv 01 O))! Vllz = L((lv 11 01 O))! V/\s = -E((Ov 01 11 1)) .

[32]

A={{1, 1, 1}, {-1, 0, 1}, {2, 1, 0}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, 0, 2}, {{O0, -1, 13}, {1, -2, 1}, {1,0, 1}}}

A =-122=0, A3=2.

0 1 1
i) AésimmetricaB=| -1 -2 0
1 1 1

[33]

A= {{1, -h, 1}, {1, h, -1}, {3, -1, 1}}; X={x, Yy, z}; B={1, 0, 2};

Reduce[A. X == B, X]

h==1&&x==%&&z==% (L+2y)||x ==

Ei gensystem[A/. h > 1]
({0, 0, 3}, {{0, 1, 13, {0, 0, O}, {3, -1, 5}}}

&&y::o&&z::%&&-umo

N| =

i) h=1,ii) h+ 1;iii) A noné€ diagonalizzabile.

[34] i) Falso, per esempidD = ( 8 8 ) e diagonalizzabile ma non invertibile;

ii) falso, per esempioA = ( (1) i ) e invertibile ma non diagonalizzabile.

[35]

A= {{1, -3, 5}, {3, 2, 1}, {-5, -4, 0}};

Mat ri xFor m[B = A+ Tr anspose [A] ]

2 0 0
0o 4 -3
0 -3 0

Ei gensyst em[B]

{{2,2-v13, 2. V13},
(1,001 0.3 (~2vB). 1}, fo.  (-2-v®3]. 1}

2 0 0 2 0 0
B=|0 4 -3|,B=|0 2++/13 0 .
0 -3 0 0 0 2-4/13
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A= {{1, 0, -1, 0}, {O, -1, 1, 0}, {O, O, 1, 13}, {0, O, k, 0}};
Sol Ve[mt [A] == 0]
{{k->0}}

b = Ei genval ues [A]

{71, 1, % (l—x/1+4k), % (1+\/1+4k)}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j 11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map [Sol ve, %

Solve ::” i fun”: lInverse functions are being used by Sol ve,
f ound

Solve :: i fun”: lInverse functions are being used by Sol ve,
f ound

{{{}}, {3, k=23, (3, {}, ({3} () {{k=0}3, {{k>2}},

0, (00 {{k=-31) 0 ko, {{k- 31} (o)

Ei gensystem[A/. k -» 2]
{{-1, -1, 1, 23, ({0, 1, O, O}, {0, 0,0, O}, {1,0,0, 0}, {-3, 1, 3, 3}}}

Ei gensystem[A/. k -» 0]

{{-1, 0, 1, 1},
{{o, 1, 0, 0}, {-1, -1, -1, 13, {1, 0,0, 0}, {0,0,0,0}}}

Ei gensylst em[A/ .k » -1/4]

(22 1)

{{o, 1, 0, 0}, {-4, -%, 7, 1}, {0, 0, 0, 0}, {1, 0, O, 0}}}
{}

so sonme sol utions may not be

so sonme sol utions may not be

i) k0. ii)k>—%, K0, k2.
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(37]

A= {{2, -2, -1}, {-2, 5, 2}, {-1, 2, 2}};
Det [A]
7

Mat ri xFor m[l nver se[A]]
2 1

o £
I
{2 4
7 7 7
b = Ei gensyst em[A]

{{1, 1, 7}, {{1,0, 1}, {2,1, 0}, {-1,2,1}}}

Mat ri xFor m[Transpose[b[[2]1111]

1 2 -1
0o 1 2
1 O 1

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [b[[2]]]11]]
1 1 1
V2 VB 6

1 2
0 — Z
3 3
PO
VZ VBB
i) detA=7
6 2 1
7 7 7
_| 2 3 2
A=l 3 7 -7
1 _2 6
7 7 7

i) A1 = 1 di molteplicid 2, A, = 7 di molteplici@ 1.

V/\l = 'E((lv 01 1)1 (21 11 O)), V/\z = -E((_lv 21 l)) .

1 2 -1
i) P=] 0 1 2

1 0 1

41 1

V2. 3 V6
M=l 0 F &

B 1

V2. V3 e
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(38]

A={{1, 0, 1}, {0, 1, h}, {-2, 2, 1}};

b = Ei genval ues [A]
{1,1—\/5\/—1+h,1+\/§\/—1+h}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map [Sol ve, %

{{{}}, {{h>13}, {{h->1}}, {{h>1}},
{{}}, {{h->1}}, {{h>1}}, {({h-13), ({}}}

Ei gensystem[A/. h - 1]
({4, 1, 13, {{1, 1, 03, {0, 0, O}, {0, 0, 0}}}

h>1.

(39]

A=1{{4, 0,2 2}, {0, -1, -1, 1}, {-2, -1, 0, 0}, {2, 1, O, O}};

Ei gensyst em[A]

{{-2,0,1, 4},
{{0, -2, -1, 13, {-1, 2,0, 2}, {O, 1, -1, 1}, {9, 2, -5, 5}}}

2 00 0
, o o0oo0o0
A=l'o 010

0 0 0 4
[40]

A={{1, 2, -1, 0}, {2, 3, -2, 0}, {-1, -2, 1, 0}, {0, 0, O, O}};

Ei gensyst em[A]

{{o.0.3 (s-v33). 5

5+\/ﬁ)}, {{o, 0,0, 1}, {1, 0, 1, 0},

2(-5++/33 2(5++/33
R
00 0 0
00 0 0
m=lo o 3B
2
0 0 5+ /33
2
[41]

A= {{-2, -10, 0}, {2, 7, 0}, {-3, -6, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{1, 2, 33}, {{0,0, 1}, {-5,2,3}, {-2,1,0}}}

1 00 0 -5 -2
A=]02 0],B={0 2 1
0 0 3 1 3 0
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[42]

101

A= {{-10, -14, 0}, {6, 9, 0}, {-9, -18, -1}};

Ei gensyst em[A]
{{-8, -1, 2}, {{-2, 1, 0}, {0, 0, 1}, {7, -6, 15}}}

-3 0 O -2 0 -7
A= 0 -1 0|,B=f 1 0 6
0O 0 2 0O 1 -15

[43]

A={{1,0,0, 0}, {(k"2-1, 1, 0, 0},
(k"30-2k"5+3k*3, 0, 1, 0}, {5k +5, k"2 +k, k"3 -k, 1}};

Sol Ve[mt [A] == 0]
{1

Ei gensyst em[A]
{{1, 1,1, 13, {{0,0,0, 1}, {O,1-k, 1,0}, {0,0,0,0}, {0,0,0,0}}}

Ei gensystem[A/. k » 1]
{{1, 1,1, 13, {{0,0,0,1}, (0,01, 0}, {0,0,0, 0}, {0,0, 0,0}}}

Ei gensystem[A/. k » -1]
{{1, 1,1, 13, {{0,0,0,1}, {0,0,1, 0}, {0,1,0,0}, {1,0,0,0}}}

i) A einvertibile per ognk € R. i) A & diagonalizzabile sk=-1.

[44]

A={{0, 1,1, h}, {1, -1, 0, -1}, {1, 0, 1, 0}};
X = {x1, x2, x3, x4}; B= {0, 0, 0};

Reduce[A X ==B, X]

h == 188x1 == -X38&8X2 == -X3 - X4 |
X1 == -X38&8X2 == -X3&8x4 == 0&& -1 +h +0

B= (A/.h->1). Transpose[A/.h>1];

Mat r i xFor m[B]

3 -2 1
-2 3 1
1 1 2

b = Ei gensyst em[B]
{{0, 3,5}, {{-1, -1, 13, {1,1, 2}, {(-1,1,0}}}

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [b[[2]1]]11]]1
1 1 1

36 Y2

E G

V3 V6 W2

1 2

— = 0

\3 3

i)Seh=1:ilrangodiA e 2,seh = 1:ilrango diA e 3.

3 21
iyB=| -2 3 1]
1 1 2
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autovaloridiB: A1 =0, 2, =3, A13=5;
autospazi dB: V), = L((-1,-1,1)), Vi, = L((1,1,2)), Vi, = L((1,-1,0));

111

V3 V6 V2
o | oL 11
| V3 V6 2

1 2

N
[45]

A={{-1,0, 4,0}, {0, 1,0, -1}, {1, 0, 2, 0}, {0, h, O, 1}};

Sol Ve[mt [A] == O]
{{h->-1})

b = Ei genval ues [A]
{72, 3, i (7%%), i ]'HVF)}
Flatten[Tabl e[b[[i 1] ==b[[j11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map [Sol ve, %

({3}, O3, {{h>-933, {3, {3, ({3}, {3 {{h>-4}},
{{h->-933}, {}, {{}}, {{h>0}}, {}, {{h>-4}}, {{h->0}}, {({}}}

Ei gensystem[A/. h - -9]

{{-2, -2, 3, 4},
{{0, 1, 0, 3}, {-4,0, 1, 0}, {1,0, 1, 0}, {O, -1, 0, 3}}}

Ei gensystem[A/. h » -4]

{{-2, -1, 3, 3},
{{-4,0, 1,0}, {0,1,0,2}, (O, -1,0, 2}, {1,0,1, 0}}}

Ei gensystem[A/. h - 0]
{{-2,1,1, 33}, {{-4,0,1, 0}, (O, 1,0, 0}, {O,0,0,0}, {1,0,1,0}}}
) h+-1; ii)h<o.

[46]

A={{2, -3, 0,3}, {3, -4, 0, 3}, {0, 3, 2, -3}, {3, -3, 0, 2}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 2, 23},

{{0,1,0, 13, {-1, -1, 1,03, {1,1,0, 1}, {0,0, 1, 0}}}
Ei gensyst em[Tr anspose[A] ]

{{-1, -1, 2, 2},
{{-1, 0,0, 1}, {-1,1,0, 0}, {1, -1,0, 1}, {1,0,1, 0}}}

i) A e'A hanno gli stessi autovalori in quanto hanno lo stesso polinomio caratteristico.

i) Gli autovalori di A sonoA; = -1, A, = 2 entrambi con molteplicit 2, gli autospazi ad essi relativi sono
rispettivamente generati d¢0, 1,0, 1), (-1, -1,1,0)) e da((1,1,0, 1), (0,0, 1,0)); gli autovalori di ‘A coincidono
con gli autovalori diA ma i rispettivi autospazi sono diversi, infatti sono generati@d, 0,0, 1),(-1,1,0,0)} e
da{(1,-1,0,1),(1,0,1,0)}, rispettivamente.
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(47]

103

A= {{2, 3, 1}, {-2, -3, h}, {4, 6, 2}};

b = Ei genval ues [A]

{o, % (lfx/25+24h), % 1+x/25+24h)}
Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map [Sol ve, %

{tor (-1, 00 tth- -1y,
25 25
ton {{n--5211 0. {{h--51} ]

Ei gensystem[A/. h - -1]
{{0, 0, 13}, {{-1, 0, 2}, {-3, 2, 0}, {1, -1, 2}}}

Ei genlsysitem[A/.g - -25/24{ ;
oz 3l {{-z 10k {3 -z t) 0o 0

Solve ::” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone sol utions may not be
f ound
Solve ::”” i fun”: lnverse functions are being used by Solve, so sonme sol utions nmay not be
f ound

25
h> -——.
24

[48] Seb=1,alloraa=0,A=1eA’=1;seb+1alloraa=A(b-1), AR,
1 00 1 00

A=l01 0], B=[0 1 2
0 0b 0 01

[49]

A= {{1, 0, 0}, {1, -1, 0}, {2, 3, 2}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, 1, 23}, {{O, -1, 13, {-2, -1, 7}, {0, 0, 1}}}

i) A e B sono simili perck’hanno gli stessi autovalori con la stessa molteplicit”

= O O

2 0
iyP=| 1 1
-7 -1
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(50]

A= {{1, 0, h}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}};

b = Ei genval ues [A]
{2, 1-h, 1+h}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}¥11;

Map [Sol ve, %

({3}, {th>-1}), ({h>1}}, ({h>-1}},
{{}}, ({th>03}, (th-1}3, {{h>0}}, ({}})

Ei gensystem[A/. h - -1]

({0, 2, 23}, {{1,0, 1}, {-1,0, 1}, {0, 0, 0}}}
Ei gensystem[A/. h - 1]

({0, 2, 23}, {{-1,0, 1}, {1, 0, 1}, {0, 0, 0}}}
Ei gensyst em[A/. h - 0]

({1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {1, 0, 0}, {0, 1, 1}}}

h++1.

(51]

A= {{2,0,0}, {2-h, -1+h, -1}, {-2+h, 0, h}};

b = Ei genval ues [A]

{2, -1 +h, h}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map [Sol ve, %

{({{}}, {{h=>3}}, {{h>2}}, {{h=>3}}, {({}}, {}, {{h~>2}}, {}, {{}}}
Ei gensyst em[A/. h » 3]

{{2, 2, 3}, {{-1, 0, 13}, {O, 1, O}, {O, -1, 1}}}

Ei gensystem[A/. h - 2]
({1, 2, 23}, {{0, 1, 03, {0, -1, 1}, {1, 0, 0}}}

La matriceA & diagonalizzabile per oghi € R.
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Soluzioni - Geometria analitica nel piano

<< Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*
<<G aphics‘lInmplicitPlot*
Co[x., y.] :=Coefficient[x, yl; FS[x_] :=Ful |l Sinmplify[x];:

Mat [f_] :=
Do[all :=Co[f, Xx"2]; al2 :=Co[f, xy]l/2; a22 :=Co[f, y"2];
al3 :=Co[f/.{y >0}, x1/2;
a23 :=Co[f/.{x>0},y1/2; a33 :=f/. {x>0,y->0};
A:= {{all, al2}, {al2, a22}};
B:= {{all, al2, al3}, {al2, a22, a23}, {al3, a23, a33}}1:

Coni c[f_] :=Do[Mat [f];
Print [A =, Matri xFor m(A]l, , det A =, Det [A]];
Print [B =, Matri xForm[B], , det B =, Det [B]1];
Print [Autoval ori di A =, Ei genval ues[A]];
GS[i -, j -] := Root Reduce[G anSchmi dt [Ei genvectors[A]1[Li 11[[j111;
sosl := {x » GS[1, 1]1x + GS[2, 1]y, y » GS[1, 2]1x + GS[2, 2]1y};
Print [FS[sosl1]];
ff =FS[f/.sos11]1; Mat [ff];
s0s2 := {x »|f[all ==0, x, x -al3/all],
y-»I1f[a22==0, y, y-a23/a22]1}; Print [FS[s0s2]];
fff = FS[ff/.sos2]; Print [Equazionefinale:, fff, = 0];
ImplicitPlot [{f ==0, ff ==0, fff ==0}, {x, -10, 10},
Pl ot Styl e » {Thi ckness [0. 005], Dashi ng[{0. 02}], Thi ckness[0.01]},
Pl ot Poi nt s - 30071
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(1]

Conic[2xX"2 -y 2 -4x + 2y - 3]
2 0

A=[g -, ) detA=-2
2 0 -2

B=|0 -1 1 , det B =8
-2 1 -3

Autoval ori di A = {-1, 2}

{x->y,y->x}
{x->1+x,y->1+y}

Equazi onefinale : -4 -x?+2y?
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(2]

Conic[3Xx"2+y 2 -6x +1]
3 0

A:(O 1),detA:3
3 0o -3

B=|0 1 0 , det B = -6
-3 0 1

Autoval ori di A ={1, 3}
{x-y, y->x}
{x->x,y->1+y}

Equazi onefinale: -2+x2+3y? = 0

107

[3] Non sitratta di una conica reale.
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(4]

Coni c[2X" 2 -2xy +2y 2 +2x - 1]
2 -1

A5 5 ) detAa-=3
2 -1 1

B=|-1 2 0 , det B = -5
1 0 -1

Autoval ori di A ={1, 3}

X-y X+y
{X-)ﬁ,y-)ﬁ}

{x—»—%+x,y—>$+y}

Equazi onefinale : —g+x2+3y2 =0

X
N
+
@
N
I}
/;\
< x
j ——
I}
SIS
|
NN
—_——
< X
j —
+
| |
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(5]

Conic[X"2+y 2-2x +4y -2]
1 0

A:(O 1),detA:1
1 0 -1

B=|0 1 2 , det B = -7
-1 2 -2

Autoval ori di A ={1, 1}

{x-y,y->x}

{x>-2+x,y->1+y}
Equazi onefinale: -7+x%+y? = 0

109

E la circonferenza di centr® = (1,-2) e raggioV7.
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(6]

Conic[x"2-y" 2]

1 0
A=(y ) detA=-1
1 0 0
B=/{0 -1 0 |, detB=20
0 0 0
Autoval ori di A ={-1, 1}
{x->y,y->x}
{x->x,y-y}

Equazi onefinale : -x?+y? = 0

E la conica degenere data dal prodotto delle rettey = 0 ex+y = 0.

25 V5

[7] 2x2-3v2= -5,

5 5

[8] Lunico punto reale di tale coniaal’origine O = (0, 0).

[X]_ 5 5
3 y V5 2V5
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(9

Coni c[x"2+3y"2-4x + 6y +1]

A:(é g),detA:S
1 0 -2

B-|0 3 3 | detB-=--18
2 3 1

Autoval ori di A ={1, 3}

{x-x, y-y}

{x->2+x,y>-1+y}
Equazi onefinale: -6+x2+3y? = 0

111

{\/5+\/§ _\/5+\/§\
20+8), 2A-1+V5) , [X] V10 V10 [X

° ° V5+v5 5+vE [\ Y
V10 V10

(10]
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[11]
Conicl[y"2-xy +1]
1

o -3 1
A=l 4 2 | detA=-=

1y 4

2 1

0 -= 0

1 2 1
B=7E 1 0 ,detB:—Z

0 0 1

Autoval ori di A={% (1-@), % (1+ﬁ)}

X—)% (\/2+\/§x—\/2—1/5y),

y—»%('\/Z—ﬁx+'\/2+\/§y)

{x->x,y->y}
Equazionefinale:%(2+x2+y27\/§(xfy) (x+y)| =0

10t

5l

10 -
-5l
- 10!
V2+v2  \2-v2

V2-1 2 \/§+1Y2_1' X 2 2

v) V2-v2 A2+vz [\ Y

2

2
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(12]

Conic[x"2-3xy +y"2-4Sqrt [2] (X -Y) +6]
3
1 _

A = 3 12 ,detA:—g
2
1 32 v
_| 3 2 _ 1
B = - 1 22 ,detB_E
22 22 6

Aut oval ori di A ={_

N|
N
——

X=y X+y
{X_)\/E'y_)\/i}

{x >x, y—)—%+y}

1
Equazi onefinale : - (-4-5x%+25y2) =0

11 8
1, 5., 2 X V2 V2 | X 5v2
SIXP42Y2= £, - N
S S N T S

V2 V2 5v2

[13] Sitratta della circonferenza di cented= (0, 0) e raggio 1.
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[14] Noné una circonferenza reale.

1 2
15] —=X?-2Y%2=1;
[19] 10 5 ’ [

X
[16] X;+Y2 1; [ )

X
[17] X v 1; [ ]

X
[18] Xy 1; [ ]

V10
V10
11
V2 V2
1
V2 2
11
V2 2
1
V2 2
11
V2 V2
1
V2 2

[S2]W\N]
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[19]

Conic[x"2-2xy+y 2 -2x -2y]
1 -1

A= 7§ ) detAa-o0
1 -1 -1

B=|-1 1 -1 |, detB= -4
-1 -1 0

Aut oval ori di A ={0, 2}

X-y X+y
{X-)ﬁ,y-)ﬁ}

{x->x,y-y}
Equazionefinale : -2v/2x+2y2 = 0

115

15
10
5
V2 V2
X o T X
Y2-y2X =0 =
y v V2 (LY
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116
[20]
Conic[x"2 -2Xxy -y 2 +2y +1]
A:(}l 111 | det A= -2
1 -1 0
B=|-1 -1 1 |, detB= -3
0 1 1
AutovaloridiA:{fx/E, \/5}
x—»l(\/Z—\/Ex—\/2+\/§y),
1
y—»E('\/2+W/§x+'\/2—\/§y)
1
4 4+2'\/§+X
1
-’-*1, +y
2
Equazi onefinal e g (X-y) (x+y) =0
20
- 20
22 22
—‘?{_YZ——‘B{_X2=1.
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[21]

Conic[x"2 -2xy -2y 2+1]
1 -1

A=[7 ) detA--3
1 -1 0

B=(-1 -2 0 ([, detB=-3
0 0 1

-]

N|
N|

Aut oval ori di A ={

(253,

x->\/£— 3 x-\/i+ 3 v,
{ 2 2413 2 2413 }
y—)\/l+ & X+\/E—iy

2 2413 2 2413
{x-x,y-y}
Equazi onefinal e : % (27

l+\/E)X2+(—l+\/E)y2)

10

=0

117

1+«/f3x2_ 1-+13
2

Y2 =1.
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[22]
Conic[x"2-xy -1/4y"2 -2x +6y +6]
1 —l 1
A = 1 i , det A = -5
-5 ,f
= - 35
B-| 1 7% , det B = -
2 4
-1 3 6

Aut oval ori di A={% (3-@), % (3+m)}

5 1 5
{X*\/_2\/41X_ 2t yyar )
y—)\/l+ 2 X + E— 2 y
2 2441 2 2441
v [49, 815
( 8  84/41 '}
149 815
Y278 “gyar

Equazi onefinal e : % (1407 (73+\/41) X2 +

3+/41)y?) = 0

20

10

-20

(-3 + V4DX2 - 3+ V41Y?2 = 140.
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2 1 )
OB V(x|
4 36
[23] —x2—5Y2=1, [ Jz [ + 2
y 12 Y _2
V5 5
[24]
Conic[x"2+4y"2-4x -8y + 7]
A-(y O ) deta-a
1 0 -2
B-|0 4 -4 |, detB- -4
-2 -4 7
Autoval ori di A = {1, 4}
{x->x,y-y}
{x->2+x,y->1+y}
Equazionefinale: -1+x%2+4y? = 0
. 5¢

119
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[25]

Conic[4x"2+y 2-8x -4y +7]
4 0

A:(O 1),detA:4
4 0 -4

B-/0 1 2 |, detB- -4
4 2 7

Autoval ori di A ={1, 4}

{x->y,y->x}
{x->2+x,y->1+y}
Equazi onefinale: -1+x2+4y? = 0

2.5;

e (103(3)
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[26]
Coni c[X"2-4xy +4y" 2 +5y -9]
A:(}z ‘f |, detA=o0
1 -2 0
B=|2 ‘5‘ 2 ,dethfi—s
0 > -9

Aut oval ori di A ={0, 5}
2x-y X+2y
{X - Nl y - N }

{x > x, y—»—%+y}
Equazionefinale : V5x +5 (-2 +y2) = 0

121

5 :
2 1 21
1 X V5 /5 X 5
Y2=-_"_X; = +
E y 1 2 [y 8
V5 5 5
{ x) i = ([ X 2
X V5 5 | X 15
[27] 12vo_ MVIEE = +
> B y) | L 2 [v)|_23
\5 5 15

X
[28] 3X2-2Y2=5; [ )z
y
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N
y2 X V2 W2
[29] X2+ — =1; =
2 y N
V2 V3
[30]
Conic[x"2-xy +4y"2-1]
. L
A=| 4 2 ,detA=l4—5
- 41
1 -= 0
2
B - 7% 4 0 ,detB=—14—5
0 0 -1

Aut oval ori di A:{% (57\/ﬁ), % (5+\/ﬁ)}

JlLJl s,
( 2 24/10 2 2410 }
y—»\/l— s x+\/l+ s y

2 24/10 2 24/10
{Xx->x,y-y}
Equazi onefinal e :

N|

0.4
0.2}

(-2-(-5++10)x2+ (5+v10) y?) = 0

0.5

Y2 =1.

5+v10,, 5-+v10
> X+
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[31]
Conic[2x"2-3xy -2y 2 -5x +10y - 5]
2 2
A=| 3 2 , det A = —§
A 4
2 3 5
23 22 125
B=|-= -2 5 det B = ——
g 4
L 5 5
AutovaloridiA:{fi, 5}
x-3y 3x+y
{X—)m,y—)m}
{x—>\/§+x,y—>—\/§+y}
Equazi onefinal e : 72 (2+x%-y%) =0
20
1 3
X V10 \10 X 2
X2-Y2=5; = +
y 3 1 |(v) |1
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[32]
Conic[2x"2-5xy -3y 2 +7y -2]
5
2 >
Al s 2 | deta--2
2 3 4
2 5
2 - 0
5 2 7
B=|-- -3 - |, detB=0
2 7 2
0o - -2
2

Aut oval ori di A:{% (7175\/5), % (71+5\/§)}

( x-»% (\/2—\/§x—\/2+\/5y),
y+%(\/2+\/§x+\/2—\/§y)

; x->11—4\/82+31ﬁ+x,
1
yo-—182-31V2+y

14 "
Equazi onefinal e : > (7

1+5ﬁ) x2+(—1+5\/§)y2) -0

20

Si tratta della conica degener@x +y — 2)(x— 3y + 1) = 0.
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1 1
X2 X V2 V2 | X 1
[33] T +Y2=1 = +
> y 11 Y -1
V2 V2
1 _2 4
| VB VB (X | 3
[34] XT2+YT=1, = + 3
3 18 y i 1 Y 1
V5 V5 3
1 2 1
X2 y2 (X)) V5 V5 |( X)) | T3
[35] T+T=1; = +
3 18 lyJ _2 1 lYJ 4
V5 5 3

[36] Sitratta della conica degener@x + 3y)(x+2) = 0.
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[37]

Conic[x"2-4y"2-4x +8y - 1]
1 0

A=(y ) detA=-a
1 0 -2

B-|0 -4 4 | detB-=4
2 4 1

Autoval ori di A ={-4, 1}

{x->y,y->x}
{x->1+x,y->2+y}
Equazi onefinale: -1-4x2+y? = 0

InplicitPlot[

{X'2-4y"2-4x +8y -1==0, x"2+y 2-4x +6y +9 ==0}, {x, -10, 10}]

10 -5

- G aphi cs-
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) X2 +y?—6x+4y+11+t(x+y-1)=0, teR.
i) X2 +y2—4x+6y+9=0.
iii) Iperbole con centrcC = (2, 1) ed assi paralleli agli assi coordinati.

(38]

127

InplicitPlot[
{(Xx-2)"2+(y-1)"2==5, 2x + y==0, X2 +y 2+ 4/5x + 2/5y ==0,
X 2+y 2-4/5x -2/5y ==0}, {X, -5, 5}]

-4t
- G aphi cs-

i

) A= g ii) Retta: 2x+y=0. iii)x? +y? + —x+ %y: 0.

o
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[39]
InmplicitPlot [{y==1, X+y-5==0, (X-2)"2+ (y-3)"2==4,
(X+y-5)"2==2((x-2)"2+(y-1)"2)}, {x, -7, 7}1
10
-6 -4 -2 2 | 4 6
-5
/10
- Gr aphi cs-

i) (x=22+(y-32=4; i) Q=(4,3); iii) [dP,9)|=V2;

V) (X+Yy—5)?=2[(x-2?2+(y—-1)3].

5
[40] A= 3.
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[41]

InplicitPlot [{2x +3y ==0, x+2y -2 ==0,
(x-1/2)"2+ (y-3/4)"2==13/16}, {x, -10, 10}]

10 -5 _ 5

- Gr aphi cs-

10

b3 b3

13

" 16
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[42]

Show[G aphi cs[{
Line[{{0, -1}, {0, 4}}1,
Line[{{-1, 0}, {4, 0}}1,
{Poi nt Si ze[0. 0271, Point [{3, 0}1},
Text [A, {3, 0}, {2, -1}1,
{Poi nt Si ze[0. 02], Point [{2, 3}1},
Text [B, {2, 3}, {-2, -1}1,
{Poi nt Si ze[0. 0271, Poi nt [{2, 2/3}1},
Text [H, {2, 2/3}, {-2, -1}1,
{Poi nt Si ze[0. 02], Poi nt [{0, 0}1},
Text [O, {0, 0}, {2, -1}1,
Line[{{0, 0}, {2, 3}}1,
Line[{{3, 0}, {2, 3}}1}11

- G aphi cs-

2
Ortocentro:H = (2, 5)'

[43]

ImplicitPlot [{y==5,3x -7y +7==0,
(X=-7/2)"2+ (y-5/2)"2==25/4}, {x, -15, 15}]

-15 -10 -5 15

- G aphi cs-
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Show[Gr aphi cs[{
Line[{{0, -1}, {0, 6}}1,
Line[{{-1, 0}, {6, 0}}1,

{Poi nt Si ze[0. 021, Poi nt [{4,

Text [A, {4, 0}, {-1, -1}1,

{Poi nt Si ze[0. 021, Poi nt [{2,

Text [B, {2, 4}, {-1, -1}1,

{Poi nt Si ze[0. 021, Poi nt [{2,

Text [H, {2, 3/2}, {-1, -1}],

{Poi nt Si ze[0. 02], Poi nt [{0,

Text [O {0, 0}, {1, -1}1,
Li ne[{{0, 0}, {2, 4}}1,
Line[{{4, 0}, {2, 4}}1}11

031},
431},
3/2}1},

031},

- G aphi cs-

Circocentro:H = (2, ;)
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[45]

<<G aphics‘InplicitPlot’

I nplicitPlot [
{X+y-2==0, (x-3/8)"2+ (y-11/8)"2==65/32}, {x, -8, 8}]

- Graphi cs-

b5
g) "V~ %) T3

Universit@ di Torino



Capitolo 12 — Soluzioni - Geometria analitica nel piano

[46]

Show[G aphi cs[{
Line[{{0, -1}, {0, 7}}1,
Line[{{-1, 0}, {7, 0}}1,
{Poi nt Si ze[0. 02], Point [{1, 2}1},
Text [A, {1, 2}, {1.5, 1.5}],
{Poi nt Si ze[0. 02], Point [{2, 3}1},
Text [B, {2, 3}, {1, -1.5}1,
{Poi nt Si ze[0. 021, Poi nt [{5, 4}1},
Text [C, {5, 4}, {-1, -1.5}1,
{Poi nt Si ze[0. 02], Poi nt [{4, 3}1},
Text [D, {4, 3}, {-1, 1.5}1,
{Poi nt Si ze[0. 02], Poi nt [{0, 0}1},
Text [O {0, 0}, {-1.5, -1}1,
Line[{{1, 2}, {2, 3}}1,
Line[{{2, 3}, {5, 4}}1,
Line[{{1, 2}, {4, 3}}1,
Line[{{4, 3}, {5 4}}1}11]

- G aphi cs-

133

D=(4,3).
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[47]

<<G aphics‘InplicitPlot’

ImplicitPlot [{x-2Yy +1==0,

(x-1/2)"2+ (y-(-3+Sqrt [10]))"2==1/4+ (-3+Sqrt [10])" 2,

(X=-1/2)"2+ (y- (-3-Sqrt [10]1))"2 ==
1/4 + (-3-Sqrt [10]1)" 2}, {X, -10, 10}]

-10 -5

-10+

-12.

- G aphi cs-

(x— %)2+(y—(—3i \/E))z = % +(-3+ V107
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(48]

<<G aphics‘InplicitPlot’

ImplicitPlot [{(Xx - 7/6) 2+ (y-29/9)"2 == 145/3,
5((X-4)"2+(y-5)"2) == (X +2y -5)"2}, {X, -15, 50}]

175

150

125

100

75

50

25

10 20 30 40 50

- G aphi cs-

) p =3V2+ 29+ V5, ﬂzg; i) V = (4,2);
7)\2 29\ 145 .
iii) (x— (—3) +(y— E) = E; iV) 5[(X—4)% + (Y- 5)?] = (x+ 2y — 5)°.

i > . 3¢ 5.
[49] i) A= E,p=2x/ﬁ). ||)(x—2)2+(y— 4_1) =g

iii) 8:\/(x—1)2+(y— %)2+\/(x—3)2+(y— 2)2: 2—\/\/5
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iv) Si, infatti i due vertici del quadrato verificano la definizione di ellisse come luogo geometrico.

[50] i) a=-1.

—_———
< x
———————

Il
Sl Sle

ii) 2X2 - 22 = 1.
1
2
+
1
2
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(51]

B={{h-1, -Sgrt [3], 1},
{-Sqrt [3], h+1, -Sgrt [3] (h-2)/12}, {1, -Sqrt [3] (h-2)/12, 0}};
Sol ve [Det [B] ==10, hi 1
{{h—>—2}, {haE (7_311@)}, {haE (7+311VE)}}
A=BIL[{1, 2}, {1, 2}]]

({200 ), {5, 34n})

Sol ve[Det [A] == 0, h]
{{th> -2}, {h>2})

Conic[x"2+3y"2 - 2Sgrt [3] XYy +2X ]

1 -3

A = , det A=0
/3 3
1 V3 1

B=|-43 3 0 |, detB= -3
1 0 0

Aut oval ori di A = {0, 4}

{x>3% (V3x-y). y>3 (x+V3y)}

{x >x, y—)%+y}
1
Equazi onefinal e : 7E+\@x+4y2 -0

V3 1 1

x) |2 T2 |(x) | 1
= +

y 1 V3 |lY 7V3

2 2 96

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



138 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

2z 1
V5 5
[52] i) P =
1 2
V5 5
X2 Y2 X
i - =1 =P
A (y) (
3 2
YZ
2——:
[53] 13X e 1
3 2
X 13 V13 | X
= +
y 2 3 |y
13 13
3 2
Centro.(l—s,f3

S 1 .
), asintoti:y =5x—-1, y= —-Xx+ g;assu X-3y=0,X+2y-1=0.
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[54]
Conic[4x"2-4xy +y 2 -yl
4 -2
A=[5 1 ) detAa-o0
4 -2 0
1
B-12 1 -5 | detB-=--1
1
0 -5 0
Aut oval ori di A ={0, 5}
X-2y 2x+y
{X—) \/g’y_) ﬁ}
{x—»x,y—»ﬁ+y}
1 2X
Equazionefinale: - — - == +5y? =
quazi onefinal e 100 \E+5y 0

25
20
15
10
5
. 9 1
Vertice:V = (- — . — ],
erice (100 100)
X—it_i
] 45 100
asse.
—£t+ L teR
Y= "0 '
1 2 9
X V5 V5 | X ~100
WZ—&X, = n
5 y 2 1 |y 1
NN 100
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2
O |
[55] X2+ 6Y2=2; [ ]=

y 1

_ 1
V5

2

V5

5
Assi:x-2y-3=0,2x+y-1=0
[56]

Conic[7X"2 - 8XYy +y 2 -6X +6y +1]
7 -4

A=(y 1 ] detA=-9
7 -4 -3

B-|-4 1 3 |, detB-=-9
3 3 1

Autoval ori di A ={-1, 9}
X-2y 2x+y
{X—) \/g’y_) N }
{x—>%+x,y—>—%+y}
Equazi onefinale : 1 -x2+9y? = 0

X2-9Y2=1;assi: Xx-y-1=0, x+2y—-3=0.
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[57]

a={{1+t, 0}, {0, -1+t}};
b={{1+t,0, -1-t}, {0, -1+t,1-t}, {-1-t, 1-t, 1}};

Sol ve[Det [b] ==10]
{{t -1}, {t 95}’ {t 91}}
Ei gensyst em[a]

{{-1+t,1+t}, {{O, 1}, {1, 0}}}

Conic[3x"2+y"2-6Xx -2y +1]

3 0
A:(O 1),detA:3
3 0 -3
B=|0 1 -1 |, detB-=-9
3 1 1

Autoval ori di A ={1, 3}

{x-y,y->x}

{x->1+x,y->1+y}
Equazi onefinale: -3+x?+3y2 = 0

141

2
i)t:l,t:—l,t:%. i) C=(1,1). iii) x2+%=1.

[58] i) a< -3, a> 3: iperboli; -3 < a< 3: ellissi;

11 .
a = —3: parabola degenereg = 3: parabola;a = 3 . iperbole degenere.

11 1

X2 X V2 42 X 2
i) 2o +v2=1, - +

2 y -1 1 [y 1

V2 42 2
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(59]

B={{t,t/2, 0}, {t/2, -1, -1}, {0, -1, -t }};

Sol ve[Det [B] == 0, t ]

{{t N {t L2 (—Lﬁ)}, {t L2 (71+ﬁ)}}
A= B[t[{L %}, {1, 2311

{3k {3 1l

Sol ve[Det [A] == 0, t ]

{{t - -4}, {t -0}}

Conic[-4X"2-4xy -y 2-y +4]
-4 -2

A=, 1) detAa-o0
4 2 0
1
B=12 -1 -5 | detB=-1
1
o -5 4

Aut oval ori di A ={-5, 0}
(xo 25,y 22}
{x—»—ﬁ+x,y—>y}

401 2
Equazi onefinal e : 401 .2 2Y

" 100 V5

i) Set < -4, t > 0: iperboli; se-4<t < 0: ellissi;

=0

t = —4: parabola,t = 0: parabola degeneré,= —2 + V5: iperboli degeneri.
i) Y2 = iX' iii) coincide con ii)

5V5 '
[60] i) SeA < -4, A > 0: iperboli; se-4< A< 0: ellissi;

A = —4: parabola) = 0: parabola degenere,

—4+ 342

A=
2

. iperboli degeneri.

i) Y2 = —ix. iii) coincide con ii).

5v5
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(61]

A= {{1, h}, {h, 1}}; B={{1, h, 1}, {h, 1, 0}, {1, O, h}};

Sol Ve[mt [B] == O]
1/3

S

N T

232/3 » 22/3 (3 (9_@

{h%(lij\/é) (%2(/937\/@)) * LiVs 1/3}}
> 25 oo

_ <% (9‘@))”3}

3273

1/3
+

ik

Ei gensyst em[A]
{{1-h, 1+h}, {{1, O}, {0, 1}}}

143

i) —1< h< 1: ellissi;h = +1: paraboleh < -1,h > 1: iperboli; ii)h=2.

[62]
Conic[x"2-xy +1/4y"2 -2x + 6y +6]
. 1
A=| 1 £ | detA=0
> Zl
o 25
B-| 1 }2 3 | detB= -
2 4
-1 3 6
- 5
Aut oval ori di Az{o, Z}
XxX-2y 2x+y
{X—) \/g , Y- ﬁ}
{x—»x,y—»—%+y}
5y2

Equazi onefinale : 2 +2/5x + 4 =0
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1 2 9
X V5 V5 | X 5
5
~Y2 = —2¢/5X; = + ;
4 y 2 1y 6
V5 5 5
asse:x - 12—O tan entenelvertice1x+ + =0
X ¥- g =g SXHY T =%
[63]
Conic[X"2-2y" 2 +4x -4y -2]
A-(g O ) deta- 2
1 0 2
B=|0 -2 -2 |, detB=28
2 2 -2

Autoval ori di A ={-2, 1}

{x->y,y->x}
{x->-1+x,y>-2+y}
Equazionefinale: —4-2x%+y? = 0

C=(-2,-1);assi:x=-2,y=-1; asintoti:y+1= igz(x+ 2).
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(64]

Conic[3X"2-2xy +3y 2 +2x +2y]
3 -1

A=[Z 5 ) detAa-8
3 -1 1

B=|-1 3 1 |, detB=-8
1 1 0

Autoval ori di A ={2, 4}

X-y X+y
{X-)ﬁ,y-)ﬁ}

1
{X_’__\/E"'Xry_’y}
Equazi onefinale: -1+2x2+4y? = 0

0.5

i) Si. i) No. iii) SI. iv) Eunellisse. V) 22 +4y?=1.

N i ( 1 \
(X V2 V2 | X)) 2
[65] ii) 2X%2 - 2Y2 =1, = + :
y 11 ly 1
V2 2 2
R A U S a1
iii) centro.(é,é), iv) asintoti: x = 2,y_ X v) tangentex-y+1=0.
X2 v?

[66] s 1;assi: X+y=0,x-2y=0;asintoti: &-3y=0,y=0.
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[67]
Conic[x"2 -2Xy +y 2 + 10X + 2y + 7]
1 -1
A= ; ) detAa-o0
1 -1 5
B=|{-1 1 1 |, detB=-36
5 1 7

Aut oval ori di A ={0, 2}

X-y X+y
{X-)ﬁ,y-)ﬁ}

{X>X,y>2+y}
Equazionefinale :3+6+/2x+2y2 = 0

Y2 = _34/2X, vertice:V =

—5-6vV2 -5+6V2
Sl ]

12 1

,assex—y++v2=0.
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(68]

Conic[7x"2 -2Xy + 7y 2 +34x +2y +31]
7 -1

A= 7 ) detA-as
7 -1 17

B=|-1 7 1 , det B = -576
17 1 31

Aut oval ori di A = {6, 8}

X-y X+y
{X-)ﬁ,y-)ﬁ}

{X—)—%+X, y—)’\/i+y}
Equazi onefinale : 2 (-6 +3x?+4y?) =0

147

X2 y?
zt3=h
2
vertici: Alz[_l_z‘/i, —1‘;‘/5],'6\2:[—5;\/5, _5_;\/5),

B; = > =

[—3—\/25—\/5' —3+\/2§+\/§), 8 (—3+\/2§—\/§, —3—\/2§+\/§J.
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(69]

A= {{1, h}, {h, 4}}; B={{1, h, 4}, {h, 4, -3}, {4, -3, 0}};
Sol Ve[% [B] == 0]

{{h-5}}

e = Ei genval ues[A]

L

Sol ve[e[[1]] == 0]
{{h> -2}, {(h>2}}

5+V9+4h2)}

Sol ve[e[[2]] == 0]
{}

Conic[x"2 +4y"2 +8x -6Yy]

1 0

A:(O 4),detA:4
1 0 4

B-|0 4 -3 |, detB- -73
4 3 0

Aut oval ori di A = {1, 4}
{x->x,y-y}
{x—>—4+x,y—>%+y}

7
Equazi onefinal e : 773+x2+4y2 -0

73 L . .
Seh=- 22 la conicae degenere; altrimendi non degenere.

Se -2 < h < 2 la conicae un’ellisse, seh < —2 e h > 2 la conicae un’iperbole, seh = +2 la conicae una
parabola.

XZ Y2 X X —4
Seh:O. ﬁ-i_ﬂ:l’ = + 3
— — y Y =
4 16 4
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Soluzioni - Geometria analitica nello
spazio

(4]

<< G aphi cs‘ Paranetri cPl ot 3D

Show[ParanetricPl ot 3D[{t, t, 2t +5}, {t, -30, 20}], G aphi cs3D[Text [r, {17, 15, 35}1]1,

Parametri cPl ot 3D[{t +6, t, t}, {t, -40, 20}], G aphi cs3D[Text [s, {23, 15, 15}11,

Parametri cPl ot 3D[{-2t +2, t, -3t +4, Hue[0]}, {t, -15, 15}], G aphi cs3D[Text [t, {-20, 10, -22}]1],
Pararmetri cPl ot 3D[{2/3t +1, -1/3t -20, t, Hue[.6]}, {t, -50, 50}], G aphi cs3D[Text [I, {20, -30, 25}11]
Vi ewPoi nt » {1.5, 4, -4}, Boxed -» Fal se, BoxRati os » {1, 1, 1}]

149
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ik 5X+y-3z+15=0

| 4x-y-3z-24=0.
i) Z:(x=12%2+(y—-332%+(z-12%=5.

o [ X=1D2+(y-3?+(z-1?=5 X-12+(y-3?+(z-12%=5
)\ x+y—z+2=0, 21x - 3y - 152+ 18 = 0.

(2]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Show[Par ametri cPl ot 3D[{2t, 3t, -t }, {t, -0.5, 0.5}1,
ParanetricPl ot 3D[{u +V, u, vV}, {u, -1, 1}, {v, -1, 1}1],
Paranet ri cPl ot 3D[{4/9 +Sqrt [42]/9Si n[u] Cos[V],

-1/9+Sqrt [42]1/9Sin[u] Sin[v], 5/9+Sqrt [42]1/9 Cos [u]},
{u, 0, x}, {v, 0, 2x}1, ViewPoi nt » {0, 1, 0}]

1
1 0
-1
0.5
0,
-0.5
_1,
1 0 -1 -2

- G aphi cs3D

8 2 10
2 \2 -
Jx+y+z2 5X*tgY " 52 0

L Xx—-y-z=0.

(3]

A={{1, 1, 1}, {1, k, 0}, {1, 1, -1}}; B={h, O, 1}; X={X, Y, z};

Reduce[A X == B, X]
== 188k == 188X == -y&&z == -1] |
h

+h -1- 1
- % (L& 1k £ 0

X =

i) Sek # 1,Yh € R: i tre piani si intersecano in un punto,
sek =1,h=-1:itre piani appartengono allo stesso fascio proprio,
sek =1,h+ —-1: un piance parallelo alla retta intersezione degli altri due.

Universi@ di Torino



Capitolo 13 — Soluzioni - Geometria analitica nello spazio

1
X=—+5t
2+

i) s: y=%+5t n:X-y=0;

z=-2t, teR,

i) X2 +y?+ 722 -4x—4y+5=0.

[4 ) Z1: X +y?+22-X+y-32+1=0. i)a:x+2y-z+1=0.

i) o : X2 +y?+22-3x-3y-z-1=0.

[5] ) m:2x+y+2z-4=0. i) Xx-D?+(y+4?+2 =6.

19
6] dir,s)= —.
[6] d(r,s) NeE
1\ 1)? , 182
- I(“E) *(y'é) MG T
X+y-z+2=0.

[8] )a)h#0, k#-4; b)h=0ek=-4; c)h=0, k:—g;

1 L 2 1 2
dyh==+ /§,k=§. iydetl 1 -1 1 |=+0.
1 -3 1

[9] X+y? +22-22+1-2ax=0
y=0, a € R.

[10] 2x+y=0
2X— 4y + 52— 10+ 12y/5 = 0.
s b3 o3
[11]J 10) "V 2) ~10
{

2x-y=0.

<

[12] ) 7:2x—2z-18=0. i) Z: X2 +y’+Z2-6x-2y+4z-6=0.

i 2x-z-18=0
X—7=0.
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[13] i) x—-y—-2z=0. ii) ¥ =ZX.

[14] Sea=1, b =2: le due rette sono parallele non coincidenti; ab23b+ 2 = 0: le due rette sono incidenti,
altrimenti sono sghembe.

5+ 10V3

[15] i) x—y=5=0; i) X=D2+(y+1%+(@z-22%+ 1 3(x+y+z—2)=0.

[16] i) x = (-20,40,-20).

i a:{ 2X-y+1=0 b.{ 9x-12y+5z+17=0

X-z-1=0; X+2z2-1=0.
3V3 . 27
i) d0,a)= —=—=. V) Z:(X+32+y>+(z-2°%= —.
) Via ) y 14

[17] X2 +y? +Z2 —4x—6y+4z+13=0, X2 +y?+Z2—-4x-6y+9=0.

] 5x-2y+6z-15=0
[18] s {x+22=0.

N XEYy=0 oo 2 1= i) 2 + 2 _3_
[19] I){y+22=0' i) Z:xX+y2+2-1=0. iii) ¥+ y?+ 7 4_0.

(20] i) y-z+2=0 i X2 +y?+22+10x+16y—82+7=0
AX+7y+z-5=0. y+z-1=0.

N .. | 8&-y=0 J y+3=0 . _ 195

[21] i) a.{ 7+2=0: b.{ 8x—y—195= 0; i) d(a,b) = \/—6_5

N ] 8X+5y-22-20=0
[22] I)C'{x+3y—7=0.

i) Z:x+y?+2-2x-2y—-2z-2=0.

[23] @:y-2z-4=0, B:4x-y-z+6=0.

. 2
[24] |)d_\/—1_o.

i) X +y?+ 22 +2(=3t+ Dx+ 23t - 2y — 2tz+ (-3t + 1)? + (3t — 2)2 = 0 (t € R), non€ un fascio di sfere.
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. X-y+3=0 X-y+3=0
[25] 1) { X—z=0, {

Xx—-z+3=0.
ii)cz(—§,§,o), o Y46
2 2 2
3 3 3 45
2.2 _o- 2 \2 _ 2, 9, 2, P _
[26] X2 +y?+72-9=0, X+y*+7 X3V 3273 0.

[27] X2 +y? + 22 +2X+4y+42-18=0, X°+y>+Z -4x-8y—-8z+9=0.
[28] 2v2.

X+2y-z=0
[29] { X+y=0.

[30] (1,1,-2).
[B1] Z1:X%+y? +22+4y-22+2=0, Zp: X2 +y> + 2 - 8x—4y—10z+ 18= 0.

Ix+y+z=0 Ix+y+z=0
2++/10 2-+/10

[32]
3 273

-

[33] [x— @+ V2R +[y- 4=V +2=4+27.
341 i 2X+5y+62=0
B\ 61+ 5vBBx - 25+ VBB - 122~ 105 15v/65 = O,

2X+5y+62=0
(61— 5v65x — 2(5 - V65y — 122 195+ 15v/65 = 0.

[35] (®+Yy2+Z2—-2x+1)+ _1;\/3(x—y+ 2z-1)=0,
-1-
RC+yY+Z2 -2+ + zﬁ(x—y+22—1)=0.
-1-2h o . . . .
[36] Sek = o h h + —1: le rette sono incidenti, altrimenti sono sghembe; non sono mai parallele.

[37] X2 +y?+Z2-2x+y-22-4=0.
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[38] P"=(52,-4).

[39]

[40] Perognih,k € R, 1,2, 13 Si intersecano in un punto.

[41] i) X2+ Y2+ 72— 24x— 24y — 132=0;

ii)t:{ Bx+oy-22-20=0 w4 - oyes,

X+3y-7=0;

I X=-2-Tt
PK:{ y=1+4
| z=1+t, t' eR,

X=2+4t
y=t
z=-Tt,teR,

[42] i) P1H :I

le due rette sono sghembe.

ISR

X+y+3z-2=0.
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XP+y? +22-2y-4z-4=0, xX2+y>+22-8x—6y+4z+20=0.

[ By+1=0 (5 1 (5 1 1
[43] ii) n-{ Xx+y+1=0. iii) Pl_(_é’_é'l)’ PZ_(_E'_B'_E)'
iv) (x+§)2+( +})2+(z— })2— 3

6) "V % 2) ~ 16
2X-y-z+1=0
[44] {x—2y—z+1=0.
X—}+t x—}+}t’
J S 2 J 22
[45] |) ri: y= -1 ro: y= —1+ 6t
\z=-2-2t, teR, z=-2+5", t'eR;

2
ii) (x— %) Y+ D2+ (2z+2%= %

. 145 14
[46] I)C_(é’g’ﬁ)’ r= 3
i) X+y-z=0

X+2y+z=0. °
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[47] i)y:Z:O; ||)2y+Z=0,

Ix=5t Ix:t’
i) § y=t y= -t/
| z=-2t, teR, | z=2t", t'eR;
iv) x—§2+ —f'2+z+§2—2—4 x—§2+ —£—12+z+§2—§
( 5) (y 5) ( 5)‘25'( 3) (y 3) ( 3)‘3'

[48] i) Ay = (1,0,-1), Azz(o,%, %) i) X2 +y2+ 2% —24x— 152+ 475 =0.

[49]

A= {{1, -2, h}, {2, -4, -k}, {h-k, k-4, -h -2k}};
B=1{1, 2, 4-h}; X={x,Yy, z2};
Reduce[A. X == B, X] 1
h==18&8k == —2&&y==§ (-1+x+2) |
2h::7k&&x::% (-4 -
:=—4+2h&&y==% (-1+x)8& 8z == 08&&-1+h +0]|
X == -1&8y == -1&8&z == 0&& -4 +2h -k #+ 0&82h +k # 0

i) Se k # —2h si ottiene un punto di intersezione;

155

se k = —2h esistono infinite soluzioni: sh # 1 dipendono da un’incognita libera, e= 1 dipendono da due

incognite libere.

(@-28-17
6

i) X—a@)?+(y-B>*+2 = , P = (a,p) descrive un’ellisse sa= 0.

Jx+2y+z+2=0 Jx+2y+z+2=0

[50]| _ 13 | 13
\z_— R \z_ 7z

[51] i) Seh # -3, Yk € R: laretta e il piano sono incidenti,
seh = -3, k= -5: laretta giace sul piano,
seh = -3, k + -5: larettae parallela al piano.

i) y - 4x+3y—-5z2+7=0
V'Y ®+y2+2-4x-6z+4=0.

i) Ax+3y-5z+7=0
X+7y+52—-17+15yY3=0,

X=t Xx=t

z=1-t, teR, t z=1-t, t eR.
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[53] i) Sea = 0: le due rette sono parallele ma non coincidentiage{-2, 3}: le rette sono incidenti; in tutti gli
altri casi le due rette sono sghembe.

i) 2x—y+7=0. ii) X +y?+ 72 -3x-5y+82+20=0.

[54] Ya)h+ -4,Yke R: r e sonoincidenti; bh = -4,k £ 0: r e 7 sono paralleli;

c)h=-4,k=0:r econtenutainr.

" { 5x+4y-z-11=0. i) C=(1,1,-2),r =14,

. _ W) x=y=-1=0
[55] i) x+3y—-2z+2=0. ||)r.{ 7+1=0.
i) Z1:(X=22+Y?+(2Z-22=2 %: X% +(y-22%+(2z-4°=2.

[56] i) 2x+ 2y +z=0. ii) d(r,s) = 3.

i) %1 - (x— %)2+(y+ E)
[57]

A= ({1, -h, 1}, {2, 1, 1-h}, (h-1, 3, -2}};
B={(1, -1+h, 0}; X={X, Y, 2};

Reduce[A. X=§ B, X] 1 o2
. __3+z I L (-2 +h)
h ==28&&x == 5 y775(1+32)||x” BT

2 -5 _h?
&8z & -2 +h +08&-1+h+08& 1 +h +0

y::7—1+h T 1:h2

2

2
+(z— g) =9, I (X+27+(y-27+7Z=09.

&&

i) Seh & {1,2}: l'intersezione diry, 72, 13 € UN punto;
seh = +1: un piance parallelo alla retta intersezione degli altri due;
seh = 2: i tre piani appartengono allo stesso fascio proprio.

X=—-4+ 5t
ii){

y=2+3t iii) X2 +y?+2 +10x— 10y - 62+ 45= 0.
(z=5+2t, teR.

[58] i)r:{x+2y+1=° i) x2+y2+zz+2x+2(§i\/§)y—E)z+1=o.

y—-z=0. 3
. - (3 33 (.33 3y, ., 7
[59] i) 2x+2y+3z=0; i) Pl_(z’ > 2),P2_( 55 2), i) h= 5
. Xx-z-3=0 Xx-z-3=0
(60 D { 2y-2z-3+v2=0, { 2y-2z-3-2=0.

y-z-1=0

ii) B esternoay. iii) { 2X—y—z+3+2V3=0.
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[61] ) P=(1,-1,-1), x+y-2z-1=0. i) x?+y?’+Z+4y+6z-5=0.

X +y?+2+4y+62-5=0

i) x+z-3=0. |v){ y+242=0.

[62] i) 2x—y-5=0, 18+ 1ly+20z—45=0.
i)Y : X +y2+Z2+2x-y=0.

i X+yY+22-2x+y=0 X+y?+22-2x+y=0
X+2y—2z+3=0, X+2y—22-3=0.

[63]

A= {{1, k, 1}, ¢k, 1, 1}, {1, 1, k}}; B=(k, 1, K" 2}; X={X, Yy, z};

Reduce[A X ==B, X]

K==1&X ==1-y-2||
-1-k 1 1+2k +k?
X == 2+k&&y::2+k&&Z:: 27K && -1 +k +0&82 +k +0

i) Sek & {—2,1}: i tre piani si incontrano in un punto;
sek = 1: i tre piani sono paralleli ma non coincidenti;
sek = —2: due piani si incontrano in una retta e il terzo pianparallelo a tale retta.

i Xx-z+1=0

X+z-3=0.
o [ X+ +Z2+22-1=0 2 =
III)V‘{X+y_z—1=0; Xy rEoxoyez=0
[64] i) 3x—2y-10=0, d(7,2) = 0

] 1 \/1_3'

B ) z-1=0
") C—(0,0,0), r_]" { X_y:O
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(66]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Show[Par anmet ri cPl ot 3D[ {0, t, t~2}, {t, -5, 5}1, Paranetri cPl ot 3D[
{u,t +u, t~ 2}, {t, -5, 5}, {u, -5, 5}, Pl ot Poi nts - 50]]

- Graphi cs3D

zZ=(y-X7>.

[67] xy+ (X+Yy)(z-1) =0.
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(68]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

i perbol oi de[a-, b_, c_][u_, v_] := {a Cosh[v] Cos[u], b Cosh[v]Sin[u], c Sinh[v]}
Show[Par anetri cPl ot 3D[Eval uat e[i perbol oi de[2, 3, 1] [u, v1, {u, 0, 2x}, {v, -1, 1}11,
Pl ot3D[1/2x +1/3y +1, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}1, ViewPoint » {1, 0, 1}1

X — 5_ = _X
. > z=0 5 z=1 3
I) Yy Yy X

1—:—)’_—0, 1+§=§+Z
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ii) 3x+2y— 62— 6=0. iii) P =

5++/5 3 5+4/5
2 7 4 '

[69]

<< G aphi cs‘ Paranetri cPl ot 3D

Show[ParanetricPlot3D[{-2+2/3t,t, 1/2 -1/3t}, {t, -15, 15}1],
Pl ot 3D[x"2/8 -y~ 2/18, {x, -15, 15}, {y, -15, 15}11

- Graphi cs3D

i) Paraboloide iperbolico.

I X=-2+ §t
iyr:{ y=t verifica I'equazione del paraboloide.
t, teR

[

NIl =

Z=

[70] )SI. i) y: X —2xy+ Y2+ 2x+4y+2=0, 2¥Y2+ 32X =0, parabola;

P .
O | ex) (=
[y]_i 1 [v] 1|

i v 2
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: X-2y-z+4=0
(71 ) { 5x+2y—-z-4=0.

x—§+t

-7

8
ii =-
)R 7+2t

Z::—;+3t, t e R.
i) 5 - X2+y?+22—2Xx—4y+22+4=0
v X+y+z-2=0.
. 5 ) X+Yy—2)\?
V) X+ 1D +y +(z2—3) =6(T) + 8.

X=t
[72] ) 2z- D% - [X+ (Y- 2%+ (z— 1?3 = 0. ii)Jy=2+t
Lz:li\/ﬂ,te[R.

[73] Xx-y+222-6(2+Yy*+2Z-2x-2y-2)=0.

[74 2 +y2+ 22— (x+y+22=0.

7 (rry2ems) (ryams) (i) -yt (my )0

X+y—-z+2 X+y—-z+2 X+y—2z+2 X+y—-z+2 X+y—-2z+2

X-22+y?+(z-1%=9

) . ,
X—z=0. i) (x=22+y*+(x-1)2=9.

[76] i) {

[77] X2 +y?+Z2-T(y-2-5?-13y-2z-5-26=0.
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(78]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Show[ParanetricPlot3D[{2+2Cos[t], 2Sin[t], 4}, {t, 0, 2x}],
Paranmetri cPl ot 3D[{(2+2Cos[t])u, 2Sin[t] u, 4u},
{t, 0, 2x}, {u, -5, 5}11

- G aphi cs3D

[79] (P +Yy?+ 72 +3)?-16x°+Yy?) = 0.
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(80]
<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D
Par anetri cPl ot 3D[
{l+uv,u 2v +u, (U2+1)v}, {u, -2, 2}, {v, -2, 2}1
-5
10
5
0
-5
-10
- G aphi cs3D
i) S & una superficie rigata.
I x=0 I x=1+2t
ii)rp:4 y=0 ro:q y=2+4t’
| z=t, teR, | z=5t", t'eR.

i) y=(x—1)2+x-1: parabolax? =Y.
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[81]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D
Parametri cPl ot 3D[{u"3+uvVv + Vv, Cos[u] +u+vu 2, u(v+1)}, {u, -x, n}, {v, -5, 53},
Vi ewPoi nt » {1, 1, 1}, Boxed - Fal se]

- Graphi cs3D

i) (t+1,t21).

N ) X-y+1=0
[82] i)r { X—2y+2=0,

i) r eds siincontrano nel punt® = (1,1,1).
i) €, =(3.-11). 1, = 3V3;
{[x—(x—2y+22—g)]2+[y—(x—2y+22—g)]z+[z—(x—2y+22—g)]2_9=0
z=0.
(83] i) { X2+y2+22—2x+4z—%=o
X-y+3z+5=0
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) 5 3 -3V11+12 -3V11+12
A=|=-,—-=-,-3|,B= 4, ,—31.
) A=(5.-53) (2\/1_1+ V1L
i) X2 —(y+4)?2+@z+3?2=0.
N ) x=1
[84]|)r.{zzl_
. (X+2+2)7? , (X+z-2)?
i) f+(—x+y+z+2) +f—(x+z+2)=0.
[85] i) 7 = x+2=0. iii)r:{)z(:g.

[86] i) C=(1,2,2), r=+6.

i) r 2Xx-y-2z2-2=0
"l Xx+y-z-1=0.
i) X2 +y?+ 22 —xy+X2+yz—2X-5y—-7z+4=0.

[87] i) Br:x—-2y—-22-13=0, B2:Xx-2y—-22+5=0.

i) (X=2y—22—-4)2 -9 +Y? +Z2 - 4x-2y+4z-16)=0.

[88] i) A = g i) y1:x2+y2+22+§(y+2x)=0, 72:x2+y2+22—§(y+2x)=0.
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[89]

Conic[x"2-2xy -2y~ 2 +1]
1 -1

A=[7 ) detA--3
1 -1 0

B=(-1 -2 0 ([, detB=-3
0 0 1

-]

N|
N|

Aut oval ori di A ={

(253,

x->\/£— 3 x-\/i+ 3 v,
{ 2 2413 2 2413 }
y—)\/l+ & X+\/E—iy

2 2413 2 2413
{x-x,y-y}
Equazi onefinal e : % (27

1+\/ﬁ)x2+(71+\/ﬁ)y2) =0

10

)C=(L11),r=v3. ii) x=y)2+(z-1)2=3y2.

2 2
i) ¥ :x2—2y>—2xy+1=0, X2 - \; =1.

-1+4/13 1++/13

[90] i) SeA = -1, u = -2: le rette sono coincidenti;

sed = -1, u # —2: le rette sono parallele ma non coincidenti;
sed # -1, u = —2: le rette sono incidenti;

sed # -1, u + —2: le rette sono sghembe.

i) X-2y-z+1=0
x—-z-1=0.
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2 2
iii) x2 - 2y? + 22 — 2x+ 4y — 3 = 0: iperboloide di rotazione ad una faldg\;— + Z? -Y?2=1.

[91] h C=(1,0,1), r=2, CP=(0,20).
i) my :3X+6y+2z—-4++138=0, m,: 3x+6y+z—-4—-+138=0.

iii) 2(y—3)2—6x> - 622 —6x(y—3) - 62y - 3) + 2x2= 0.
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[92]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

ParanetricPlot3D[{-u+1, (-t/ (1+t) +1)u-1, (t +1)u-1},
{u, -2, 23}, {t, 0, 3}, PlotPoi nts -»40]

- G aphi cs3D

) (y+Dz+1) =(1-x2. i) (x—1)?+ 2 = 1+y: paraboloide di rotazione.
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[93]
<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D
ParametricPlot3D[{t, t"2+u, t"2+t -u}, {t, -5, 5},
{u, -5, 5}, ViewPoint » {0, 1, 0}, Pl ot Poi nts -» 40]
5 2.5 0 -2.5 -5
-4 30
-4 20
410
0
10
20| 0
30
- G aphi cs3D
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i 2X-y-z=1
x=0.

i) 2x2 +x-y-2z=0.

. 6x—16y+14z-7=0
[94] 1) { 5x-7y-z+6=0.

2X+ 2y — 4z + 7)2+(—1—x—y+22)2 (4x+4y—82—9)2

ii) (x+1)2+y2+(z—1)2=( = 5 5

. 2Xx-3y=0
(331D { 2x-y+32=0.

i) C=(2,0,0), r=2.

iil) (2X-y+3z2-7)2%—- 14X +y?+ 22 - 4x + 6y) = 0.

[96] ii) m:x—y+2z=1; iii) 3(x—3)%+ 3y* + 3(z— 2)* = 16.
iv) 3x—1+22-2[(x-1)2+y?*+ 7] =0.
[97] i)y PL=(5,2,-3), P,=(8,2,-6).

9
i I (x—2)2+y2+(z+1)2=§
| 2x-y+2z-2=0.

[98] i) P=(0,0,0); ii) A= gs

i X +y?+2=6
X—3y—-5z=0.

iv) (y—%)z+22—;=0.

N x+y=0
[99] |)r.{ Z-3-0;

i) m1:2-3=0, mp:2X+2y—-2+3=0;

X-1D?+(y-1°+(z-1%=6
) X+y+z-3=0;

iV) (4x+ 3y —22)2 - 25(x° +y> + 7) = 0.

2 22 o 2,24 Ry
[100] {x+y +72-2=0 {x+y +72-2=0

y=0; x = 0.
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2.2 2 _
[101] { ;x_—zliay +(z-1%=0

X—z2+2=0

[102] ii) { y=0:

iii) 2x% + 2y? — 72 = 1: iperboloide di rotazione ad una falda.

iv) C=(0,0,3), r = V5.

L[ x-y-z+1=0 [ R4V + P -2x-2y-2z+1=0
[103] ) { 4x+ 5y +3z-14=0; ) { X-y—-z+1=0.

[104] ii) C =(§,il f,=V2,Xx+2y—22-6=0.

3
3'3" 3)

-6+6
5

iii) 21,22:x2+y2+22—6+( )(2x+4y—4z—12):0.

iil) (x—3)2+4y?+6(x-3)(z+3)+(z+3)?=0.

Lo X+l oy _ B _(n 3 1)
[205] ii) T_é_z+1,x_0,y z 2_0,P_(O,2, 2),

i) x> +y?+72-82-10=0.

y+6z-1=0

[106] i) 9x + 5y +3z—14=0; iii) { X—32-1=0;

iv) V10; V)x2+y2+Z2—-2y—6z-36=0; vi)O=(0,0,0) interno ax.

[107] i) P &éinterno aX; ii) il piano interseca la sfera;

iii) la retta interseca la sfera; iv) le due sfere non hanno punti in comuni.

4 -2

X+y+z=0
X-y+z=0.

wIN

[108] i) { i) C= (g

i) 2x% + 2y? + (z— 1)+ 2xy = 0.

[109] i)t : { )5()(__25_)/1_:2? 5_o i) ressonosghembe.

X+y+z-2=0

X_y_z=0. iii) d(P,r) = 6.

[110] i) s: {
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oo X+y+z=2 _ 4
[2117] i) s.{ X+ 3y—z+4=0. i) d(P,B) = ﬁ

[112] i) r ed s sono sghembe.

i) 2+y?+2 = 821(x+ 2y+3z+3)% - g(x+2y+ 3z+3)+1.

[113] A=1,p=2+2V2.

[114] i) Sek = —1: laretta e il piano sono paralleli, ma non hanno punti in comund £e-1: la retta e il piano
sono incidenti.

Ix:Z
i) s:4 y=-2+t
| z=2+t, teR.
i) Z:x-1D%+(y+12%+(z-12%=3.

V) (Y+22-20C +Y2 + 2 —2x+ 2y —22) = 0,

[115] i) 24x—y+2z=0. i) x> +y>+Z = 6.

V) (12x+3)2 - (y-1)2-(z-22+9=0,r = 15V2.

V210 ii)(l 3 5)

o) == Wi7:77

iii) 9%% +y? + 92° — 6xy + 2xz + 6yz = 0.

[117] i) P’ = (-1,-4,3); i) P” = (_%

wiN
wl~N

); iy dP, ) = —=:

S

2 242 v Ay _
iV){x+y +Z2-2X—-4y-2z+5=0 V) 5x— 2y 2=0.

X-2=0;

2 2 _
[118] )V =9. ii) { (x+122+(y-32+2 =6

| X-y+z-9=0.

iii) [LO(5X—Yy+Z+9)+18(X+2)]%+[-2(5X—Yy+7+9) + 18(y— 1)1+ [2(5X—y+ 2+ 9) + 18(z— 2)|>— 6(5x—y+2+9)? = 0.

[119] i) r e s sono sghembe.

3X+y-z-6

2
5 ) . iperboloide di rotazione.

i) (X+5°2+y?+(z-4)2%= 65+4(3x+y—z—6)+2(
iii) y+z=0; X interseca .
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[120] 5y° + (Xx=2y+2?+ (2y-z-D(x-2y -1+ (x-2y - 1)2 = 0.

[121]

m= {{5, 2, -2}, {2, 5, -2}, {-2, -2, 5}};

es = Ei gensyst em[m]
{{3, 3, 9}, {{1,0, 1}, {-1, 1, 0}, (-1, -1, 1}}}

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [es[[2]]]11]]

SRR S )
i &V
o J2 &
1 13 %g
V2 V6 B

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

el lissoide[a,, b, c_][u, v_] :=
{a Cos[v] Cos[u], b Cos[v] Sin[u], c Sin[v]}

Par anet ri cPl ot 3D[Eval uate[el | i ssoide[1/3, 1/3, 1/9] [u, V11,
{u, -2.8, 2.8}, {v, -2.8, 2.8}, Boxed - Fal se,
Vi ewPoi nt » {1, 1, 1}, Pl ot Poi nts » 20]

- G aphi cs3D
V2 V6 W3
300 2 6 3
)D=]10 3 0|, Q= 0 @ g
0 0 9
V2 V6 V3
2 6 3

ii) Dalla matrice D & chiaro che si tratta di un ellissoide di rotazione di equazione? 83Y? + 922 = 1, nel
riferimentoR = (O, X, Y, Z) ottenuto da:
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V2 V6 3
X 2 6 3 ( X
Yy |= 0 @ ﬁ Y
3 3
Vlvz v v3 't
2 6 3
[122]

<< G aphi cs‘ Paranetri cPl ot 3D

ellissoidefla,, b_, c_.][u,, v_.] :=
{a Cos[v]Cos[u] +1, b Cos[v] Sin[u] +2, ¢c Sin[v] +3}

Parametri cPl ot 3D[Eval uate[el | i ssoi de[2, 3, 7][u, V11,
{u, -2.8, 2.8}, {v, -2.8, 2.8}, Boxed - Fal se,
Vi ewPoi nt » {-2, 2, -2}, Pl ot Poi nts -» 20]

- G aphi cs3D

x-12 (y-2? (z-3?%
2 YT 9 ‘YT ~

1.

[123] 4x-2)2+4y-1)2+4(z-1)?-(2x+y-5?=0.

2

[124] [x+ :—i(x—z—l)]2+ [y+ %(x—z—l)] +[z+ :—i(x—z—l)]2

—2[x+ :—i(x—z—l)]—B[y+ %(x—z—l)]+1=0.

N < X

X 1
[125] Mediante Iatraslazion% y ] = [ J+[ 0 J si ottiene la quadrica ridotta a forma canonica di equazione:
z 0
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X2+Y2+kz2=1, keR. Pertanto:

perk = 1 si ha la sfera di centro I'origine (del nuovo sistema di riferimento) e raggio 1;
perk = 0 si ha un cilindro rotondo con asse parallelo all'agse

perk > 0,k + 1 si ha un’ellissoide di rotazione;

perk < 0 si ha un’iperboloide, di rotazione, ad una falda.

[126] i) Le rette AB ed s sono sghembe.

o, (9 1 |33
")C_(Z'_l’é_l)' V38"
iii) si tratta dell'iperboloide, di rotazione, ad una falda la cui equazine °

2x+3y+6z+4)2 (2x+3y+62+4)+2

2 2 2 _
X+ Y+ +(@z+1) _3( 11 11

iv) Si tratta del cilindro rotondo di ass&B e di equaziondi(P — A) A (P — B)ll = 2+/3, ossia:

(Y-2-12+(x-2-22+(x-y-1?=12.
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[127]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Show[
Paranmet ri cPl ot 3D[ {1 +10Si n[u] Cos[v], 10Si n[u] Sin[v], 10Cos[u]},
{u, 0, nw}, {v, 0, 3/2 =n}],
ParanetricPl ot 3D[{2 + Sqrt [3] Si n[u] Cos[V],
Sgrt [31Sin[u]lSin[v]l, Sgrt [3] Cos[ul}, {u, O, x}, {v, 0, 27}1]

10

- Graphi cs3D

%, ha centro nel punt€; = (1,0,0) e raggior; = 10; Z, ha centro inC, = (2,0, 0) e raggio

r,=+3, quindi X, e all'interno diX; senza punti in comune.

[128] i) k=0; i) non esiste alcuk che verifica la condizione richiesta;

i) k=-4; iv)k#0.
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2 17,22
3" 3 3/ 7 37

[129] i) C, =(

i) [Xx—y—4z-2)]°-8[x*+y*+(z— 2?3 =0.

[130]

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Show[Par anetri cPl ot 3D[

{2+Sgrt [27] Sin[u] Cos[v], -4 +Sqrt [27]Sin[u]lSin[v],
-3+Sgrt [27] Cos[u]}, {u, O, 2x}, {v, O, 7}1,
ParanetricPl ot 3D[{t, s, 1}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}],
ParanetricPlot3D[{t, s, -3-3Sqrt [3]}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}1,
Paranetri cPlot3D[{t, s, -3+3Sqrt [3]}, {t, -10, 10}, {s, -10, 10}1,

Vi ewPoi nt » {2, 1, 0}]

- G aphi cs3D

)C=(2-41),r=v11. i)a1:z2+3+3V3=0, a2:z+3-3V/3=0.

i) X% +y?+ 92 — 4xz+ 8yz=0.
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[131] 1)

<< G aphi cs* Paranetri cPl ot 3D

Paranetri cPl ot 3D[{u, uU"2+Vv~2, v},
{u, -4, 43}, {v, -4, 4}, Pl ot Poi nt s -» 40]

- G aphi cs3D

Paraboloide di rotazione di asse I'agse
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KX

RO

,,.z:
XY
..

{y, -4, 4}, Pl ot Poi nts -» 80, Vi ewPoi nt » {1, 1, 0}1,

Pl ot 3D[-Sqrt [X" 2+ (y -1)"21, {x, -4, 4}, {y, -4, 4},
Pl ot Poi nt s - 80, Vi ewPoi nt » {1, 1, 0}1]

:.......:
N

04 40404040404

A0
LY

\
A

Show[Pl ot 3D[Sqrt [x" 2+ (y -1)" 2], {Xx, -4, 4},

2)

\V,

- G aphi cs3D

0) e con asse l'asse

1

=

Cono rotondo di vertic®
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3)

Pl ot 3D[4 -x"2 -y~ 2, {X, -5, 5}, {y, -5, 5}, Pl ot Poi nts - 40]

- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide di rotazione, con concaw€rso il basso, di verticé = (0,0, 4) e asse I'asse.
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4)

<< G aphi cs‘ Paranetri cPl ot 3D

Par anmet ri cPl ot 3D[{u, v, Sin[u]},
{u, -2x, 37}, {v, -10, 10}, Pl ot Poi nts - 40]

X

ST

7
L 27

- Graphi cs3D

Cilindro di direttrice la curvaz = sinx del piano coordinat@z e con generatrici parallele all'asge
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5)

Pl ot 3D[Sqrt [X" 2 +Yy" 2], {X, -4, 4}, {y, -4, 4},
BoxRati os » {1, 1, 1}, Pl ot Range » {0, 3}, Pl ot Poi nt s -» 80]

W
DO
SO

N

RS
R
AR

N
R
W,

- Sur f aceG aphi cs-

Si tratta della met {rivolta verso I'alto) di un cono rotondo di vertice I'origine e asse I'asse
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6)

<< G aphi cs‘ Paranetri cPl ot 3D

Parametri cPl ot 3D[{Cos[t], 1+Sin[t], u}, {u, -4, 4}, {t, 0, 2x}]

- Graphi cs3D

183

Cilindro rotondo di direttrice la circonferenza del piaxgpdi equazionex? + (y — 1) = 1 e generatrici parallele

all'assez.

7

Pl ot 3D[-1 +X" 2 +y" 2, {X, -4, 4}, {y, -4, 4}, Pl ot Poi nts - 40]

S
KR
30 T\\\\\\\\‘\\‘\‘\‘:“\\‘ N
RIS
AAANNNARNNIN
ANNNNNNNNY
D ANNNNANY

- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide di rotazione, rivolto verso l'alto, di vertide= (0,0, 1).
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8)

Pl ot 3D[x"2/4 +y~2/9, {X, -2, 2}, {y, -2, 2}, Pl ot Poi nts - 40]

- Sur f aceG aphi cs-

Paraboloide ellittico, con vertice nell’origine.
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9)

Plot3D[x"2-y"2+2, {x, -10, 10}, {y, -10, 10}, Pl ot Poi nts - 40]

- Sur f aceG aphi cs-

Plot3D[x"2 -y 2 +2, {x, -10, 10},
{y, -10, 10}, Vi ewPoi nt -» {0, 1, 0}, Pl ot Poi nts - 40]

100
50
0
-50

B 1@60 5 0 -5 -10

- Sur f aceG aphi cs-

Plot3D[x"2 -y 2 +2, {x, -10, 10},
{y, -10, 103}, ViewPoi nt » {1, 1, 0}, Pl ot Poi nt s -» 40]

R
R
RN
nnnti e
NN

N
N
\\\\\Q\\t\\\\\\

- Sur f aceG aphi cs-
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Paraboloide iperbolico.

10)

<< Graphi cs* SurfaceXf Revol uti on*

Show([Sur f aceOf Revol ution[Sqrt [x], {x, 0, 2}1,
SurfaceOf Revol ution[-Sgrt [x], {X, 0, 2}1, BoxRatios -» {1, 1, 1}]

- Graphi cs3D

Superficie ottenuta dalla rotazione della paramle x del pianoxz intorno all'assez.
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Soluzioni - Sottospazi vettoriali

(1]

m= {{1, 1, 2}, {2, -1, 3}, {3, 0, h}};

Sol ve[Det [m] == 0, h]
{{h->5}}

h+5.

(2]

m= {{1, -1, 0, 1}, {2, 1, 1, 0}, {3, 0, 1, 1}, {0, 1, -1, 0}};
RowReduce [m]

{{1, 0, 0, %} {o, 1,0, -%} {o, 0,1, -%} (0, 0, 0, 0}}
RowReduce [{m[[1]], m[[2]1], m[[4]1}]

({100, 2}, fo3.0.-3). o.0.1.-1))

Sol ve[Det [A= {m[[1]], m[[2]], m[[4]]1, {1, -1, 2t -8, t +1}}] ==0]
{{t >2}}

c=A[[4]]1/.t »2

(1, -1, -4, 3}

Li near Sol ve[Transpose[{m[[1]], m[[2]], m[[41]1}], c]
{3, -1, 3}

(llj_,llz,ll4), t=2, (3,—1,3).

(3]

u= {1, 3, 2},'V = {—2, 1, 1};W= {t, O, —1};
RowReduce[{u, v}]

{{ro -7} {0 2]}

Solve[w==au+bv, {t, a, b}]
{{t 57, a->1,b->-3}}

t=7, (1,-3).

[4] dim(WiNWo) =1, WiNW,= £(23,-3).
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(5]

m= {{2, 0, 1, 0}, {-1, 1, 0, 1}, {0, 3, -1, -1}, {5, -h, 1, h}};

Sol ve[Det [m] == 0]
{{h->-2}}

a=m[[4]1]1/. h> -2;

Sol ve[Transpose[{m[[1]], m[[2]1], m[[3]11} 1. {x1, x2, x3} == a]
{{x1>2, x2->-1, x3->1}}

i) h=-2,(2,-1,1). i) PeresempioWs = £((0,1,5,0),(0,0,2,0)).

[6] Peresempiox+2y—z+t=0,y+z-t=0.

[7] ) dimH =2, H=L(2-10,0),(0,0,1,0), dimK =3,
K=.L(1,2,0,1),(0,3,0,-4),(0,0,1,1)).

i) H+K=R* dimHNK) =1, HNK = L((-6,3,26,0).

3 3 3 3

i) (1,2,3,4) = (1+ 1—3W,2— 2—6W,3—W,4)+(—EW, 2—6W,W,0), weR.

(8]

m= {{0, 1, -h-1, 1}, {h, 1, 0, 0}, {1, 0, O, -1}, {0, 4, 0, 0}};

Sol Ve[mt [m] == O]
{{h> -1}, (h->0}}

Li near Sol ve[Transpose[nY.h- 11, {1, 1, 1, 1}]
{7 1 5 3 1}

22 23

. . . (15 3 1
i)h+-1,h=+0. ||)Peresemp|o,pe|n_1.(—E,E,—E,—Z).

oams-a seel(2 88 88 2)
wres redl(3 4)(8 12 2)

[10] K noné un sottospazio vettoriale. dinf = 2;

IR

[11] i) dimH =2, H = L£((1,2,0,3),(-1,1,3,0)).

H=L

i) dimH+ %K) =4, Ho K.
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[12]

m= {{1, 2, -1, 03}, {1, 0, 2, -1}, {0, 2, -2, 1}, {4, 1, -2, 3}};

Det [m]
=113
Li near Sol ve[Transpose[m], {1, 0, 0, 1}]
{,E 7 8 i}
13’ 13’ 13’ 13

. 10 7 8
i) A_—EA1+ EA2+ 1—3%+

voma-sn-el 5 (3 1S 1)
s aeef( 3 D)2 7))
amasm-o, ava-<(( 2 32 2)(3 (2 2)

dimANB) =1, ymzs:z((‘l" - ))

4

(e

[13] i) dimH =2, H = £((2,0,1,0),(0,0,0,1)):
dmxX =3, K=L,(021-1),1,-2,1,1),(1,27,1).

i) dmH+K) =4, H+¥K=L((2010),(0001),(0,21-1),(1,-21,1)).

[14] Si.

[15] i) d = (0,0,0,1) per esempio. iiiyH 2 K.

(16]

Reduce[{x +y +z ==0, x+ hy + (2-h) z==0,
-x-h"2y + (8h-4)z ==0}, {X, Y, z}1]
= 188X == -y -z | |h == 28&X == -22&88y == 7| |

h =
X == 0&8y == 08&z7 == 0&& -2 +h + 0&&-1+h # 0

Seh & {1,2}: ‘W ={0};

seh=1: W= £((-1,10),(-1,0,1));
seh=2,W=.L((-211)).

i) Seh ¢ {1,2}: R3;

seh = 1: per esempia((1,0,0));

seh = 2: per esempid((0, 1, 2), (0,0, 1)).

1 0 3 0 -1 2 0 0 O 0 0 1 0 0O 0
o0 2(f-1 1 0},JO0 5 2 ({0 0 O0fj0O0 1{,O0
3 20 2 0 O 0 2 -6 1 00 010 0
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(18]

A= {{6, -9}, {4, -61}; X= {{X1, x2}, {x3, x4}};
Sol ve[A. X == X. A, {x1, x2, x3, x4}]
Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x1-3x3+x4,x2 7—9X3}}
’ 4
Sol ve[A. X == -X. A, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
9x3
{{x15 x4, x2 +3x4}}

Solve[{A X==X A, A X==-X. A}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{xl - -X4, X2 > m X3 - —%}}
2 g

Al = {12, -9, 4, 0}; A2 ={1,0, 0, 1}; A3 = {0, 9, 4, 0};
Ad={-1,3,0,1};c={0,h-2,0 h-3};

d=Solve[c==xAl +yA2 +zA3 +WA4, {X,y,z,w h}1[[1]]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

1 w 1 w
{Xe—gﬁ-g,yeZ—W,ZaE—g,heS}

Simplify[(x/.d[[111) AL+ (y/.d[[2]1)A2]

{w, -5 (-1 +w), 3 (-1 +w), 2—w}

Simplify[(z/.d[[31]1)A3+ (W .d[[4]1])A4]
3(l+w) 2

-W, — % '3 (-1+w), W}

=<2 5 )0 1)) e=<((55)( o 1))

W —§(—1+W) -W §(1+w)
ii) h=-5,C = 5 2 C=| 2 , WeR.
§(—1+w) 2-w —5(—1+w) w

[19]

a={1,0,2,0}; b={0,1, -1, 1};¢c={0, 1, 2, 1};
d={2,0, -1,0}; e={0,0,1, 0};x={3, h, -2, -1};

f =Solve[x ==x1la+x2b +x3c +x4d +x5e, {x1, x2, x3, x4, h}1[[1]1]

Solve ::”” svars’ : E%uati ons may not give solutions for all solve variables.

{x1—>3—2x4,x2a—i4 6+x5 5X4+%(—9—x5),h—>—1}

5 @ 97 F
Sinmplifyr(x1/.f[[1]11)a+ (x2/.f [[211)b]

1 1
{3_2x4, 3 (6-5x4+x5), = (12-7x4-x5), 2 (6—5x4+x5)}
Sirrplify[(5x3£.f[[3]])c+x4d+x5e] - .
X X X X
{2x4, 3+ 22- -2, 3 (-18+7x4+x5), 3+ 22 _?}

i) Wi=£L(0,10,0),(-3,0,1,1),dimW, = 2.
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i) W, = £L((1,0,2,0),(0,1,-1,1)),dimW;, = 2;
Wi =£(0,1,2,1),(2,0,-1,0),(0,0, 1,0),dimW 3 = 3.

iii) W10 (W +Ws) = £(-3,1,1,1));

[20] H none un sottospazio vettoriale;

1 00 0 0O 0 0O 0
0O 0 Ot1 0 O,/O 1 0}{,/O
0 0O 0 0O 0 0O 1

dimK = 6.

00
K=L 00
00

I

0 0O 0 0O
0 0 Of,/] 0 0 0O,
010 0 0 1

[21] H noné un sottospazio vettoriale;

K= Lxx2,x3), dm%K = 3.
[22] No.
[23] W1 ={(-2t3 -3ty —ty,13,t2,11), t1,t2,t3 € R} e W, ={(0,0,0,2), A € R} da cui segue la tesi.

[24] H = L£(2x+ 5% = 3x*, -2 +x*, 3 + x%), dimH = 3,
K=L=2-X+X,-2X= X2+ X3, -2 =3 +x*), dimK = 3,

H+ K= L(-2-x+ X2, 2%+ 5% = 3x*, -x% + x4, 3 + x4, dim(H + K) = 4,
HNK = L=2X- X2+ X, -2 =% + X, dmHN K) = 2.

“24+ 22X+ 4% = [(B+ 20X+ (=14 A + 2u)X% + (= + )X + (4 — )X+

H2-A+20Xx+ (1 -2=2Wx° + A — X +ux*], A eR.

1 0 -1 5 0O
o 1 2 3 1
|12 -1 -4 7 -1
[25] Il rango di 0 0 0 1 -1 eb5.
0O 0 1 -1 0O
0O 0 0 o0 1

[26] dim(WN W) =2, WiNW>=L(120,0,0),(0,8,-8,3,1),

dim(‘W, + W) = 5.

[27] dim(WiN W) =2, WiNW,=L(00,320),(0,0,30,2),

dim(‘W, + W) = 5.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



192 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare |

[28] i) W1=LB-x3x-x2), Wa=L(3?-x33-x4.

i) —3—5x+5x% — 103 + 3x* = (=3 — 5x + 2x?) + (3x% — 10x® + 3x%).

[29] i) dim W1 =3, Wi =L(=3x+x%,-3x +x3, -3 + x4.
i) dim Wy =2, W, = L(pr(X), p2(X)).
i) dim(WiNWo) =1, WiN Wy = L(6x%—-5+x%.

iv) Wi = L£(1,%).

[30] i) dmW,=3, W;=.L(1,-2000),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1));
II) dim Wy, =2, Wso= L(a, b)
iv) ‘W3 = £((1,-2,0,0,0),(1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0)).

(31]

m= {{3, -1, 1, 0}, {0, 1, -1, 2}, {2, O, -1, 1}, {O, 1, -2, 3}};

Det [mm]
4

Li near Sol ve[Transpose [m], {0, 1, -1, 0}]

3 3 3
{-13 33

3 3 3
X=X = —pu(X) + > p2(X) + > P3() — 5 Pa(X).

[32]

m= {{1, 2, -1, 0}, {O, 3, -1, -2}, {1, -1, 0, 1}, {3, 2, -1, 1}};
a={2, -1, -1, 2};

Li near Sol ve[Tr anspose[m], a]
{2, 0, 3, -1}

2 -1
(_1 2 )=2A1+3A3—A4.

[33]

a={1,2,0}; b={0, 2, 1};d={0, 1, 0}; c = {1, 2, 3};

Li near Sol ve[Transpose[{a, b, d}], c]

{1, 3, -6}
0 0 1
0 0 O]
-1 00

0
i) C=A+3B—6[ 0
-1

) 8=|AB,

o OO
[eNeN
~—_—————
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[34] i) Poiché dim + dimV = 4> 3 = dimR 3, dalla relazione di Grassmann segue che(dir V) = 1.

i) Si possono avere solo i seguenti casi:

1. dimUNVY) =1 se dinfl + V) = 3, per esempiold = £((1,0,0),(0,1,0)),
YV = £((0,1,0),(0,0, 1)), quindi U + V = £((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)).

2. dmUNYV) =2 se dilfU + V) = 2=dimU = dimV, per esempio:

U=V =L(1,00),(0,1,0).

(35]

193

al={1, -2, 1}; a2=(2, 1, 3}; a3 = {4, -1, -5}; a= {4, -11, -7};

Det [{al, a2, a3}]
-52

Li near Sol ve[Transpose[{al, a2, a3}1, al
{4, -2, 1}

i) A= (4,-2,1) rispetto alla bas&3’.

[36] i) A= L£(6-11x+ 6x% - x3,6x - 11x% + 6x% — x4, 6x% — 11x% + 6x* — x°), dimA = 3.
i) B=L03E x40,
i) X% +3x% = %(GXZ — 103+ 6x* —x°) + %(ng3 - 6x* + x°) la decomposizione Unica.

V) C = LA+ x+xX2,x2+ 3 - x4 +x5, dmC =3,
D=L2+Xx=3, X=X, x+x+x3-xY, dmD = 3.

v)Si. Vi) AN(C+ D) = A.

[37]

a={{0, -1, -1, -1}, {1, 0, 2, 1}, {1, -2, 0, 1}, {1, -1, -1, O0}};

Det [a]
4

Mat ri xFor m[l nverse[a]]

1 1
o = = 1
1o, i
S
22112
1 5 7z 0
0 1 1 0,(0 -101)(0 0 0 0
. 1 0 20| 1 0o0o0||0oo0 o 1| .
D8=LIl 1 2 o oo o ooflo o o 1l dmB=3
o 0o 0 o0Jl-1 0 o00)lo-1-10
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0o 1 2 3 0 0 1 2 0 1 -1 2 0o 2 -1 1
iyC=r -1 0 -2 -3 0 0 0 1 -1 O 2 3 -2 0 0 -2
- -2 2 O 1}{4t-2 0o O 7|11 -2 O 1|11 o0 O 1212\
-3 3 -1 O -2 -1 -7 O -2 -3 -1 0 -1 2 -12 O
dimC = 3.
0 0O 2 -1 0O 0 1 -2
0 0O 0 1 0O 0 O 0 .
D=Ll 5 0 0 o|l-10 0 1 [|[|dmD=2
1 -1 0 O 2 0 -1 O
i) 8+ C = AR*, non si tratta di somma diretta.
V) D=DN(B+0).
0O 1 0O 0O 0 0 1 0O 0 0O 0O 0O 0 O
V)S_L—lOOO 0O 0 OO 0O 0 1 0 0O 0O 0 O
N O oo Ot O OOO|J]O -1 00O O 0 1
0O 0 0O O -1 0 0 O 0O 0 0O 0 0 -1 0
0O -1 -1 -1 0 -1 0 -6 0 0O -1 5
wlt 0 2 1] |1 0 2 0 0 0 0 1
120 1|70 2 0 4|1 o o -3
1 -1 -1 O -6 0 -4 O -5 -1 3 0
1 1
0o 5 -3 1
1 1 1
3 0 3 3
vii) detA =4, Al =
1 1 0 1
2 2 2
1 1
-1 -= =
2 2 0

B&01v=aA%L"VU=£«é 8)(8 ;»'

ni)ruwv:L((é 8)(8 ;)((1) g)) WW:L((S ;)

N——

Universi@ di Torino



Capitolo 14 — Soluzioni - Sottospazi vettoriali

(39]

195

a={{0, 1, 2}, {1, 3, 1}, {2, 1, 5}};

Det [a]
-13

Mat ri xFor m[l nverse[a]]
14 3 5

By 3
¥y P
13 13 13
-2 00 1 2 0 0O 0 -3
i) A=L 0O 102 0O0]}J,] O 0 1 ||, dmA=3.
0 0O 0 01 -3 1 0
1 00 0 01 0 0O
i)B=L{] 0 0 0|,] 0 O O{,] O O O]
0 0O 1 00 0 01
11 11
iyl 1 3 1|= 1 3 1 |+ 0 0 O
2 15 1 9
3 1 > 5 0 >
14 3 5
13 13 13
|V) A_l = i i _3
13 13 13
5 2 1
13 13 13
1 2 1 0 21 -1 0 1
vic=L|| 2 -1 3|,}]2 1 3|,] 0 0 1||;dimC=3.
1 3 0 1 3 2 1 10
0O 1 -1 1 -1 0 -2 0 1
D=L 1 0 12 |//-12 0 1|,/ 0O O 1]} dmD=3.
-1 1 0 0O 1 2 1 10

Vi) Si. Vi) D=DN(ASC).

woryv=£((2 3).(8 )

i Alz(é i),Azz( 5 _Ol).

[41] I) 3X1 — Xo — X3 = 0.
i) Per esempio£((1,0,0,0)), £((0,1,0,0)).
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[42] U+V=L((13-22,3),(0,1,-1,2-1),(0,0,1,0,-1)); UNYV=L((14-3472).

[43] U=V =L(12-13),(0,0,3,-8)).

[44]

X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}, {x7, x8, x9}};
A= ({0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, O, 0}};

Reduce[A X == X. A, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9}1
X1 == X5&88X2 == X6&&Xx4 == 0&&X7 == 0&&X8 == 0&&X9 == x5

X1 X2 X3
)| 0 x1 X |, Xi,X,X €R.

0 0 X

1 00 010 0 01
iyffo 1 of,J] 0O 0 1],]0 O Off
0 01 0 00O 0 0O
i) Per esempio:
0 0O 0 0O 0 0O 010 0 0O 0 0O
ryyoooj|fl1oo0yf|j0o001(/]00O0|O0O1O0(]/0O0 0],
1 00 0 0O 010 0 0O 0 0O 0 01
0 0O 0 0O 0 0O 0 0O 1 00 0 0O
r£yyooojf12o0o0(/]00HO0]O0O0T1If|O0O0O0[,]0 10O
1 00 0 0O 010 0 0O 0 0O 0 0O
[45]

m= {{1, 0, 0, 0, 0, 0}, {1, 1, 0,0, 0,0}, {1, 0, 1, 0, 0, 0},
{1,0,0,1,0,0}, {1,0,0,0, 1,0}, {1,0,0, 0, 0, 1}}:

Det [m]
1

RowReduce [m]

{{1, 0,000,003 {(0,1,0,0,0, 0}, {0,0,1,0,0, 0},
{0,0, 01,003, {0,0,0,0,1,0}, {0,0,0,0,0, 1}}

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, -1, -1, 1, -1, 1}]
{2,-1,-1,1, -1, 1}

i) px) =(2,-1,-1,1,-1,1) rispetto alla base’.

[46] ii) (0,2,0,0,0) = (1,0,2,1,0)+ (-1,2,-2,-1,0).

[47] i) ‘Wi = £((1,-1,0,2),(0,2,1,3)), W, = £((2,0,1,3),(~1,1,0,0)),
Wi+ W, = £((1,-1,0,2),(0,2,1,3),(0,0,0,1)), W1NW,=L(0,21,3)).
i) a; = 3(1,-1,0,2), a» = (-3,1, -1, -3).

(3 2(3 2|

or
Lo
=

N—
—_—
oo
or
N —
—_——
o
oo
N —
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5 6
01

ii) Per esempio:Ws :_5(( 2 8)( 8 2 ))

[49] Per esempioL((0,1,0),(1,0,0)); £((0,1,0),(0,0,1)).

(Wlm(W2=.£(( )),W1+W2=R2’2.

1 20 1 0 O 0 1 -1 010 0 0O 0 0O
[50] 8=/ 2 0 OO -1 Ol 2 O O}|l1 OO0 1T O},]0O0 1]

0 0O 0O 0 -1 -1 0 O 0 0O 0 0O 010
(51]

al={1,0, -2, 0, 1};a2 = {0, 1, 0, -1, 0};
a3={0,0, -1, 0, 3}; x={1, 2, h, -2, 1};

Sol ve[x == x1al +x2a2 +x3a3, h]
{{h>-2}}

i) Wi =.L(1,0,-20,1),(0,10,-10),(0,0,-1,0,3)),

W» = £((1,0,0,-2,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1, -1, 1));
Wi1NW, = L((-2,-1,3,1), Wi+ W, =R,

i) h=-2.

[52] i) ‘W, & un sottospazio vettoriale ®i° perche i suoi elementi sono soluzioni di un sistema lineare omogeneo.
i) dim Wy =3,((2,1,1,0,2),(-1,1,0,0,2),(0,2,0,1, 1)) &€ una base diV ;.

dimW, =2, W,=.,((1,1,00,1),(0,-1,10,0).

i)y dim(Wq + Wp) =4, Wi+ W->=1,(1,1,0,0,1),(0,2,0,0,3),(0,0,2,0,3),(0,0,0, 1, -2));

dm(WiNW,) =1, WiNW,=.,(2110,2).

I 1 00 0 0O 0
[53] Peresempioil O 0O O0f,] 0 1 O,| O
looo)J{oooflo

(54]

= O O

o O
p—
N——

al={(2,-1,0, 4};a2={-3, 2, 4, h};
a3 = {5, -3, h, -1}; b= {14, -8, h, -1};
Reduce[xlal +x2a2 + x3a3 ==h, {x1, x2, x3}]
== -2&8X1 == 1&8&%2 == 1&&x3 == 3| |
11

25 7
h ==1488&x1 == ?&&XZ == —5&&X3 =3

Seh & {-2,14}: non esistono soluzioni;
seh = -2 oh = 14: esiste una sola soluzione.
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[55]

al=(1,1,0};a2=1{0, 1, -1};a3={x,y, z}; b=(2, 3, -1};

Reduce[xlal +x2 a2 +x3 a3 ==b, {x1, x2, x3}]

X ==Yy +2&8X1 ==2 -x3y -x32& X2 ==1+x32]||
X1 == 28&8x2 == 1&&x3 == 0&8&x -y -z + 0

i) VX, ¥,z € R: 'equazione vettoriale ha sempre soluzioni;
i) VX,y,ze€ R/x # y + z: esiste una sola soluzione;
iil) VX, y,ze R/x =y + z: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

[56]

m= {{1, -1, 1, 1}, {1, 1, -1, 1}, {-1, 1, 1, 1}};

Sol ve [Transpose[m]. {x1, x2, x3} == {8, 2, 0, 10}, {x1, x2, x3}1
{{x1-4,x2-5,x3>1}}

X1=4, Xo=5, xg=1.

[57]

m={{1, 0, 1, 1}, {-1, 1, 0, 3}, {-1, 1, 1, 4}};

Sol ve [Transpose[m]. {X, X2, x3} == {2, 0, 2, 3}, {x1, x2, x3}]
{1

L'equazioneg’incompatibile.

(58]

a=th, -k, -h-2k}; b={1, 2, h-k};
c={-2, -4, k-4}; d={1, 2, 4-h};

Reduce[ax +by + cz ==d, {X,VY, z}]

h=--1&8k == 28&&z ==% (<1+x+y) ||
2h == k&&y ::% (- 7kx)&&z::%(7873kx)&&2+k¢0\\
1

~= -4+ 288X -~ 0882 —= 5 (-1+Y)&&-1+h +0] |
X == 0&&y == -188z == -1&& -4 +2h -k + 0&82h +k + 0

Seh =1, k = -2: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;

seh=— > k, k # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

sek = 2h -4, h # 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

seh# 1, k # —2: esiste una sola soluzione.

(59]

a={{1, 23, {0, 1}, {3, 5}, {0, h}}; b ={{3, 1}, {-1, 2}, {k, 0}};
X = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[Tr anspose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]

k == 3x11 + x9&8&x1 == -3 (-1 + x3)&&%10 == -5x11 - hx12 - 2 x9&&
X2 == -5 + X3 - h x4&8&x5 == -1 - 3X7&8&%6 == 4 + x7 - h x8
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3-3 -5+a-hd a d
X=] -1-3b 4+b-he b e |, ab,cdef hkeR.
k-3c -2k+a-hf c f

(6]

a={{1, 2, 3}, {-1, h, 2h}};
b={{0, 1, -1}, {-2, 1, 0}, {-3, 0, k}, {0, O, k}};
X = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[Tr anspose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]

Fal se

L'equazione matriciale incompatibile, per ogrii, k € R.

(61]

a={{5, 1, 0}, {3,0, 1}, {4, -1, 3}};:
b={{2, 1}, {2, 0}, {h, k}}; x = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};
Reduce[a. x == b]

h ==48&88k == -1&8x3 ==2 - 5 x1&&
X4 ==1-5x28&88X5 == 2 - 3 x1&&X6 == -3 X2

Seh+ 4 ok # —1: non esistono soluzioni;
seh =4 ek = -1: 'equazione matriciale ha infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
a b
X=| 2-5a 1-5b |, abeR.
2-3a -3b

[62]

a={{,1, -1}, {0, 2, 1}, {0, 1, | }};
b={{l,1}, {0, 1}, {I| +2, 0}}; x = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a. x == b]

2 (3+1 +12) =2 4]
x1==1 G2l &&‘2““ (T2 L .
-2 - +
X3 == g 884 s o 8K s o 8BXE == 7

1 . ..
Sel e {O, E}: non esistono soluzioni;

202 +21+3) 2-2
A(1-2)) A(1-21)
sed & {O, }} alloraXx = A+2 —A
2 1-24 1-24
-2Q0+2) 1
1-2) 1-2)
[63]

a={{l,1}, {1, 2}, {-1,11}}:
b={{l,1}, {0, 0}, {I +2, 0}}; x = {{x1, X2}, {x3, x4}};
Reduce[a. x == b]

2 2 1

4
== -28&8X1 == g&&XZ == —g&&x3 == —g&&x4 =3
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SeA # —-2: non esistono soluzioni;

4 2

5 5
ser=-2: X =

21

5 5
[64]

a={{3, -1}, {1, 2}, {2, h}}; b={{1, 1, -1}, {0, 1, 3}, {0, k, h+k}};
x = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};
Reduce[a. x == b] 5
h == 488k == 2&8&x1 == —&8&x2 == §&&
7 7 10

1 1
X3 == Z88X4 == ——8EX5 == Z8&X6 == —

Seh+ 4 ok # 2: 'equazione matricial&X = B & incompatibile;

v 12 3 1
seh_4ek_2.x_?(_1 5 10).

L'equazioneX’A = B & priva di significato.

[65]

a={{2, -1}, {h, 2}, {1, 0}}; b= {{3, -1, k}, {-2, 0, -3}, {4, -k, 1}};
X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};
Reduce[a. x == b]

== 388K == 2&&X1 == 4&&
X2 == -288x3 == 188x4 == 5&8X5 == -3&8&X6 ==

Seh # -3 ok # 2: 'equazione matriciale incompatibile;
4 -2 1 )

seh=—3ek=2:X=(5 30

[66]

a={{1, 2,1, -3}, {0, 3, 1,5}, {1, 1,0, -8}};
b={{2, 1}, {0, 1}, {m-3, 0}};
X = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x7, x8}};
Reduce[a. x == b]
| == -1&&m== 5&8&x1 == 2 + X3 + 8 X7&&
X2 == X4 + 8 X8&&X5 == -3 x3 -5Xx7&8&x6 ==1 -3 x4 -5x8] |
M==5+X3 +| X3&8&X1 == 2 + X3 + 8 X7&&X2 == 8 Xx8&&
X4 == 0&8x5 == -3 X3 -5x7&8&x6 ==1 -5x8&&1 +| #0

SeA + —1: I'equazione matriciale ammette infinite soluzioni che dipendono da un vettore I¥gre:(a, b),
abeR;

sed = -1, u # 5: non esistono soluzioni;
sed = -1, u = 5: esistono infinite soluzioni che dipendono da due vettori liberi:

X4 =(a,b), X3=(c,d), ab,c,deR.
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(67]
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a={{1, -1, 2, 3}, {-1, 0, 5, 6}, {3, h, -1, 0}};
b = {{11 _l}! {51 _3}! {k, _1}}1'
X = {{x1, X2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {X7, x8}};

Reduce[a. x == b]

::73+2x3+hx3&&x1::%(73+2x3+x5) 2::%(17ﬂ+x6)&&
2 1 1 i
X4 == -88XT == £ (6 +X3 - 7X5)8&x8 == 3 (—4—m—7x6)

Seh = -2: non esistono soluzioni;
seh # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero.

[68]

A= {{11 l}! {21 k}! {_11 h}},‘
B={{0, -1}, {1, 1}, {0, k}}; X={{x1, x2}, {x3, x4}};

Reduce[A. X == B]
== 188k == 188X1 == 188&X2 == 28&X3 == -1&8&x4 == -3

1 2

Seh=—1ek=1:X=( 1 .3
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); in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.



