AVVISO

- N

| contenuti di queste slide non sono esaustivi ai fini del
buon esito del’esame. Fare riferimento anche alle lezioni
tenute in aula ed ai testi consigliati:

# G. Monegato, Fondamenti di Calcolo Numerico. Ed.
CLUT

# A. Quarteroni, F. Saleri, 'Calcolo Scienifico, esercizi e
problemi risolti con matlab e octave’ Springer.
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Risoluzione del problema

N N

# Scegliere una classe di funzione approssimanti. Ogni
funzione & parametrizzata da certi coefficienti ®,(z).

# Scegliere la metrica per misurare la distanza
dell’approssimazione.

# Scegliere una tecnica per individuare una delle funzioni
tra quelle della classe (trovare i coefficienti).

s Interpolazione: y; = ®4(z;)
s Minimi quadrati: min }~;(®4(z;) — vi)?
s MinMax: min max; |®,(x;) — vl
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Problema: approssimazione
N

# Dati: noti i punti (o nodi) {(z;,v;)}, trovare la f(z)
(modello descrittivo).

# Funzioni: nota f(z) analitica, trovare una funzione piu
semplice che la approssimi.

o Operatori su funzioni: determinare espressioni di
approsimazione numerica di operatori su funzioni. Ad
esempio formule di quadratura per il calcolo di integrali.
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Interpolazione

N

atin + 1 nodi (z;,y;) i=0...n,euna base di funzioni

®;(x) linearmente indipendenti, la classe di funzioni
approssimanti e la seguente:

O(z,a9...an) = agPo(z) + a1P1(x) + -+ + apPp(x)

parametrizzata da ag . . . ay.

| parametri a; Si determinano da un

®,,(z) = 2™ € la base polinomiale.
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Esistenza e unicita polinomio interpolante

. N

Si utilizzano i polinomi di grado n:
Po(x) = ag + a1x + agx® + - - - + a,a”.

Teorema di esistenza e unicita. Dati n + 1 punti (x;, y;)
distinti z; # z; Vi,j(i # j) si ha che esiste ed e unico il
polinomio di grado minore o uguale ad n tale che
Pén(xi) = Yi-

E’ vero perché dalle condizioni P,(z;) = y; Si ottiene una
matrice di coefficienti (Vandermonde) sicuramente non
singolare. Det(V) = ;- (z; — 2;) # 0
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Interpolazione di Lagrange

- N

Polinomi di Lagrange sono polinomi della forma:

n - r—x =1 x=ux;
5= 11 ((ﬂfj—dfkk)) { :

K=0.k =0zx=uz; 1F#]
hanno la proprieta che se L;(z) € valutato proprio in z; vale

1, se valutato in uno degli altri punti del problema, vale 0.
Soluzione dell'interpolazione

Po(z) =Y gL (x)
j=0

infatti & P, (x;) = y; per costruzione!
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Matrice di Vandermonde

2 n
I x9 xj xg
2 n
I 1 @7 xy
2 n
2 n
1 z, =z x,

Sirisolve il sistema Va =y, dove a = (ag, a1, ...,a,)" &l
vettore dei coefficienti incogniti del polinomio.
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Studio dell’errore

Nel caso di approssimazione di una funzione  f(z), si
scelgono delle ascisse z; e si ricavano le ordinate

y; = f(x;). Il problema e ricondotto all'approssimazione dei
dati.

Si desidera valutare I'errore che si commette
nell'interpolazione.

Sia f(x) € C"*'a,b] (derivata (n + 1)-esima continua in

la, b]), valgono le seguenti eguaglianze:

fla) =370 0 fag) Li(x) + Rnsa(x)

Hj(fﬂ_mj)

0 D) FED(E,) resto

Rpy1(z) =
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Teorema errore di Lagrange

Sia f € C("*1)([a,b]) con z, € [a,b], k=0,...n. Sihache
per ogni z € [a, b] esiste un punto &, € [a, b]
tale che

Hj(x — z;5)

f(x) — Po(x) = Rpta1(z) = Wf(nﬂ)(fx)

Utilita : consente di effettuare una stima dell’errore:

maxg Hj |z — ;]

ey Al

"f - Pn"oo S
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Non convergenza - Teorema di Faber
| B

Esempio di Runge: f(x) = ﬁ interpolato su nodi
T

equidistanti in [—5,5]. Aumentando il numero di punti di
interpolazione, il polinomio interpolante non converge!

Teorema di Faber: Data una qualunque successione di
nodi distinti {:1:(()”), .21 in [a, b] esiste sempre una
funzione f(z) € C|a, b] che genera una successione di

polinomi di interpolazione {P,(z)}, sulla successione di
nodi data, che non converge uniformemente in [a, b].
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Convergenza uniforme

N

n che senso una successione di polinomi converge alla
funzione f(z) ?

1£(z) = Pa(@)lloo = max, |f(z) — Pu(2)|

Teorema di Weierstrass Data una funzione continua
f(z) € C%a, b] a valori reali, per ogni ¢ > 0 esiste un
polinomio P(x) tale che

Dax, |f(z) — P(x)| <€
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Migliore approssimazione
B

Si e visto che se € fissato uno schema di interpolazione
non e garantito che la successione di polinomi interpolanti
converga in modo uniforme ad una funzione da interpolare.

Si cercano dei polinomi di migliore approssimazione, ossia
che rendano minima la 'distanza’ || f(z) — Py ()| cc-
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Teorema di Chebichev
—

Teorema di Chebichev: Se P,(z) el

della funzione continua f(z) in
[a, ], posto E, = ||7(z)||cc = || f(x) — Pr(x)] 0, allora esistono
almeno n + 2 punti dove il resto r(x) assume i valori +F,, e
con alternanza di segno sulla sequenza dei punti.

N

# FE, e il minimo possibile e ci garantisce 'la vicinanza’ del
polinomio alla funzione.

# |l fatto che ci sia alternanza di segno su massimi e
minimi n + 2 volte, ci dice che
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Applicazione di Chebichev 2
-

...con i nodi nelle posizioni:

N

Se la funzione da interpolare é continua fino al grado n + 1
si ha il seguente teorema:

Data f(z) € C"*Y([a,b]) e P, il polinomio di interpolante
ottenuto con i nodi di Chebichey, allora

LA
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Applicazione di Chebichev

Se si applica il terorema di Chebichev alla funzione 2! si
trova che il resto:

Hj(x_xj)

)

r(z) =

ha il termine f(*+1)(¢,) costante ed il polinomio di migliore
appossimazione € dato dal problema di min-max:

by amiogy | = @) (@ =)
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