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simmelrici con neutro. Misura di potenze attive, reattive, apparenti
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SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI

1. UTILI NOZIONI FONDAMENTALLI

1.1.- Definizione di convergenza
Data la successione di funzioni reali di variabile reale

wi(x}  wua(x}

definite nell'intervallo g < x < b, la serie
kg,l 1 x) [1.1.13

¢ una serie di funzioni definita in tutti i punti di (a, b) ().

Assegnando alla variabile x un valore x) appartenente all’intervallo (o, b) Ja[1.1.1] s
riduce 4 una serie numerica che pud cssere convergente o divergente ¢ che pud avere com-
portamento uguale o diverso da quello della serie numerica ottenuta sempre dalla [1.1.1]
per x = x; anch'esso appartenente allintervallo (a, ).

Si dice che la [1.1.1] & convergente in un punto dellintervallo di definizione se la
corrispondente serie numerica & convergente: Si chiama insieme o dominio di convergenza
della serie [1.1.1,] Iinsieme dei punti di (o, #) in cui la serie converge. In detto dominio ri-
miane defimita la funzione somma

S(x) = ;,2‘. i

che pud essere continua o no. Al di fuori di questo dominio la serie di funzioni non ha
somma.

Esempio.

1. Sidetermini il dominio di convergenza e la somma della serie:

S

n=0
Posto g = | la serie si pud scrivere E q
x—2 n=0
che & Ia serie geometrica, convergente per |g| << 1, ciod per:
if; <l - x+IP<E—2 - 2+ +1<P—dx+4 —
- x<1/2

La serie & convergente quindi su tutti i punti della semiretta x < 1/2. La sua somma &
data da:

_ 1 _2—x
S(x)_]_x+l . 3

x—2

() Indicheremo con (a, 5) l'intervallo (chiuso) in cui @ < x b (estremi compresi) e con [a, b] Vinter-
vallo (aperto) in cui & o < x < b (estremi esclusi),
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1.2.- Premessa al concetto di convergenza uniforme.

Nell'ipotesi che lu serie [1.1.1] sia convergente, in base al criterio generale di conver-
genza di l.'.'aus:lhyl {cfr. P.29, Se_rie numeriche, §2.3) ¢ relativamente al punto x,, si ha che,
fissates ad arbitrio un « > 0, si pud determinare un N, > 0 tale che per tutti gii n > N,
valga la relazione: ’

(2, ) | = (Rl <o p2.1]

E chiaro che ¥, dipende da e.
Per lo stesso ¢ ma per un punto x; % x, si ha, analogamente:

| Ralxs)] < € [1.2.2)

per tutti gli # > N> con N; in generale diverso da Ny: se per esempio N: = Niopern > N
vale sia la [1.2._1] sia la [1.2.21_. Quindi in ogni punto x di (a, &), per Mpoicsi di :;t;“ﬁ!.rcrgrnz:;
della [1.1.1], fissato ¢ > 0, si pud sempre trovare un N che perd dipende dal punto x,
siccome e ¢ arbitrario, generalizzando si pué dire che A dipende sia da e che da x e si pud
scrivere N = N(e, x).

Ci domandiamo ora se, per un prefissato e, esiste un N tale che tutti gli x di
per ogni n > N si abbia; P S M

| Rafx)| < e [1.2.3]

E_ chiaro che tale ¥, sc esiste, non dipende da x ma solo da . In altre parole, ¢i doman-
dlar_no_se, per un pr_efissatq ¢, esisic un massimo per N(x) tale da soddisfare 1a [1.2.3] per
tutti gli x. I seguenti esempi chiariranno il concetto,

2. Consideriamo la serie geometrica 3, x* nellintervallo (L, —l—) Essa & convergen-
gente ¢ ha per somma: =y il

S(x) =

1-x
il resto R.(x) & la serie:

RMY=X+2""+ 42+ =P txtrt )=o)

1—x

che é.una funzione crescente nell’intervalio considerato, e quindi ha I'estremo supe-
Tore in x = 1/2,
Applicando la[1.2.3] si ha;

| Ro(x)| = =5 <¢ — nlogx<log[e(i - x)]
_ Iog(e'—L)
e log[;él 0] s 2/ _ loge—1log2 = loge
2 x log% —log2 log2

I
98° la[1.2.3] risulta veri-

ossia, indicando con ¥ il primo intero maggiore di | — Tos 2
0

ficata in tutti i punti dellintervallo (%,%) pern> N,
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3. Consideniamo la sene .t‘gu“ — x)x' nellintervallo {%. ]J; essa & convergente nei

punti % = x < 1 guale serie grometrica avente come primo termine (1 — x), come
ragione x < | e come somma §{x) = H =1

Nel punto x = [ la serie ¢ convergente perché tutti i suoi termini sono nulli e quindi
ha somma uguale a zero, nell’intervallo —;:-,l Ja serie & convergente ma la sua

somma S(x) & discontinua.
Applicando la[1.2.3] si ha:

IR =l —x)x"+ (1 —0xX""'"+ .. =(1—-(U+x+x+.)=

1 = ¥ < ¢
s x

=(1- 0%

da cui

loge

log x
ossia, siccome per x —~ 1™ ¢ log x — 07, il sccondo membro tende all'infinito € non esi-
ste un valore di ¥ che soddisfi la[1.2.3].

In entrambi gli esempi si ha a che fare con serie convergenti nell'intervallo di defini-
zione ma dal comportamento diverso in quanto la prima ha somma continua ¢ soddisfa la
[1.2.3] mentre la seconda ha somma discontinua € non seddisfa la [1.2.3].

1.3.- Definizione di convergenza uniforme

Una serie di funzioni definite nell'intervallo (g, ) € convergente in tutti i punti di esso,
viene detta uniformemente convergente se & possibile, per ogni € > 0 arbitrario, determi-
nare un N intero tale che per tutti gli 7 > N valga in tutto {a, /) la disuguaglianza:

[Ra(x)| < € [1.3.1]
Ricordando che R.(x) = S(x) — sa(x), la [1.3.1] diventa:
I8(x) — sa(x)] <ee

che geometricamente pud essere cosl interpretata: per un prefissato € 2> 0 si possono sem-
pre trovare delle somme parziali il cui grafico cade interamente nella striscia compresa tra
S(x) + e e S(x) — ¢ in altre parole per n — = s5.(x) — S(x).
Per la serie dell’esempio 2 si ha:
-

1—x

S(x) = e )=

1 =
ed essendo (si ricordi che & x < 1):

Jl'liTm S"(x) - ] ix - S(x)

la serie & uniformemente convergente.
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Dal diagramma della fig. 1.3.1, che riporta I’anda- 1 S S e
mento delle funzioni detla serie nell’intervallo conside- .l
rato, si nota che la distanza tra S(x) e s.(x) decresce al |+
crescere di 1, € a partire da un certo n in poi tutte le | |
somme parziali 5, sono contenute netla striscia delimi-
tata da S(x} e S(x) — e £f-
Per la serie dell'esempio 3 si ha: | 17
] 1 fus
S(x) =1 perxin ?,1 e S1)=0 g
[
lim Safx)}= 1 il
Py It
<i
wR=1-x = (" in
lim si(x) =10 AU uFii i
nsea o3| oan 0 mes M

x=I" |

eper n=1, 2, 3, ... si hanno i grafici di fig. 1.3.2.
Come si vede chiaramente, nell'intorno sinistro di
x = 1, per qualunque n, la distanza S(x) — s.(x) & vicina a | quanto si vuole, ¢ inoltre, per
€ < 1, la striscia delimitata da S(x} e S{x) — € non contiene interamente alcuna s,; quindi la
serie non ¢ uniformemente convergente.

Fig. 1.3.1

N

B

r..,—

1.4.- Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza uniforme
Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza uniforme della serie

kgl tix(x) assx<bh [1.4.1]

nell’intervallo (g, &) & che, preso un € > 0 arbitrario, si possa determinare un intero positivo
N tale che per tutti gli # > N e per tutti gli interi r valga in (g, b) la seguente disuguaglianza:

"%luk(x) | <z (1.42]

k=
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La condizione & necessaria perché, se la [1.4.1] ¢ uniformemente convergenie, cioé se
| Ra(x)] < ¢, la[1.4.2] & verificata; infatti si ha

"i;l wui(x) I = | Rul(x} = Ro+r(0)] < |Ralx)| + |Ruse(x)| < 2¢

k=n

ossiala[l.4.2] assumendo €= —;-

Per la sufficienza si ha:

ntr
R =Tim | 3 wix) ‘ <e< %

r—~o | k=n+1

ousia | Aa{x)| < e assumendo e = 2&,

1.5.- Criterio di convergenza uniforme di Weierstrass
Una serie di funzioni

s

» Iuk(x) asxsb [1.5.1]

& uniformemente convergente nell’intervallo di definizione se si pud trovare una serie nu-

merica a termini positivi kgl a; convergente e tale che:

|u(x)| < ax asxsh [1.5.2]
Infatti dalla[1.5.2] e dal criterio generale di convergenza di Cauchy per le serie nume-

ntr
riche, espresso da k_E_H ax < ¢, risulta verificata la [1.4.2]:

ntr ntr ntr
= = < 1.5.3
| k:zn:+l uk(x) l k=§+l |uk(x)| k:§+l e i [ ]

Dalla [1.5.3] si deduce pure che la serie [1.5.1] ¢ assolutamente convergente perché &
convergente la serie dei moduli T |uy| la quale & anch'essa uniformemente convergente.

Una serie che risulta uniformemente convergente per il presente oriterio viene detta
maggiorabile. Tale criterio ¢ solo sufficiente per cui una serie uniformemente convergente

non ¢ detto che sia maggiorabile.
Esempio.

o Sennx
o 3
n

Poiché ¢ |sennx| < 1 per qualunque x reale, si ha:

sennx

1
r ‘ S n
ciog, ciascun termine della seric data risulta, in valere assoluto, non superiore al
corrispondente termine della serie armonica generslizzata che, come sappiamo
{cir. P.29, Serie numeriche - Esercizi, §3.2), & convergente per p 2> 1 (nel nostro caso
¢ p=12). La seric data ¢ quindi, per il criterio di Weierstrass, uniformemente
convergente su tutto I’asse reale.

11
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1.6.- Criterio di uniforme convergenza di Abel
E anch’esso un criterio solo sufficiente. Una serie di funzioni

kgluk(x) asx<b

¢ uniformemente convergente se risultano verificate le seguenti relazioni:
wi(x) = ax vi(x) [1.6.1]

dove gli ax sono delle costanti tali che 1a serie kEI ax sia convergente e le funzioni vi{x), in
tutto l'intervallo (g, b), sono non negative, minori di una costante (ovviamente positiva) M
e tali che:

vi{x) Z vi{x} 2 ... 2 v(x) = ...
Esempio.

o x—1
5. ZL3€"(X+2)
n=|n

Si tratta di una serie convergente per qualunque x # — 2 come si pud verificare appli-
cando il criterio del quoziente (cfr. P.29, Serie numeriche, §3.3). Si ha infatti:

x—1

. 1
lim ?e"("'”) =0

n—ro0

¢ prendendo per il confronto 1a serie armonica generalizzata con p = 3, si ha:

x—1
nix+2) — 1

lim e

n-—oo

Vediamo adesso se la serie & uniformemente convergente, Si ha:

1)2%

=1

3

¢ convergente (seric armonica generalizzata con p = 3).

— |
en(x+2)

2} Le funzioni va(x) = S0N0 non negative su futto 'asse x.

x—1 1

3) lim e"FTP ="

X —>co

quindi ciascuna delle funzioni costituenti la serie risulta minore di M = e.
4) Resta da vedere se & verificata la condizione:

vi(x) 2 vi(x) 2 ... 2 vi(x)

Essendo e > 1 ¢& sufficiente vedere quando &

ol WSS Sl . x—l(_l__ 1 );0
r(x+2)7 (nt+ D12 x+2\n n+1)})

12
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Essendo
1 1
n nt+1 =

la condizione & verificata per
x<=2 e x21

ciog, in questo intervallo il criterio di Abel ci assicura che la serie & uniformemente
convergente.

sen’ nx
n=] I

a) Essendo sen’nx < 1 per qualunque x si pud scrivere:

2
sen” nx 1

=77
n R

quindi, per il criterio di Weierstrass, la serie risulta uniformemente convergente su
tutto 'asse reale.

b} Applichiame il criterio di Abel. Si ha;

1
1
) &
¢ convergente (seric armonica generalizzata con p = 2),

2) Le funzioni wi{(x) = sen’nx sono non negative su tutto I’asse reale.

3) Siha sen’nx < M =1 sututto 'asse reale.

4) Resta da vedere se ¢ verificata la i
condizione:

vi(x) 2 va{x) 2 ... 2= valx)

Dal diagramma che riporta I'an-
damento deile v.(x} si vede che la 1
condizione non & mai verificata in
alcun intervallo, ol
Cid perd non ci autorizza a con-
cludere che la serie non & unifor- i
memente convergente, in guanto Eig2 6.1

il criterio & solamente sufficiente. Ed infatti, come abbiamo visto in a}, laserie ¢
uniformemente convergente su tutto I'asse reale,

1.7.- Continuita della somma di una serie di funzioni

E noto che un numero finito di funzioni continue ha per somma una funzione conti-
nua; cid non & sempre vero per un numere infinito di funzioni continue come risulta dagh
esempi 2 ¢ 3. Vediamo ora quando cio si verifica.

13
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Se le funzioni
w(x)  uAx) ... w(x)

sono continue nell’intervallo (a, b), € la serie

kgtu"(x)

¢ uniformemente convergente in tale intervallo, la somma S(x) della serie & coatinua nello
stesso intervallo. _ )
Infatti dalla convergenza uniforme risulta:

R < 5 [1.7.1]

Scrivendo la relazione che lega §, R., s» per 1] punto xo e per il generico punto x si ha:
S(x) = Rul(x) + sn(x)
S(x0) = Rafxo) + 5al0)
da cui, sottraecndo membro a membro, si ottiene:
S(x) — S(xq) = sa(x) — sa(%0) + Ra(x) — Ralx0)
18Cx) = S(xo}| < Jsu(x) — sa(x0)| + | Ralx)| + | Rul(x0)} [1.7.2)

Siccome la funzione s.(x) & continua, in quanto somma di un numero finito di fun-
zioni continue, per definizione si ha:

|5u(x) = salx)] < 5 [1.7.3]
In base alla[1.7.1] e alla[1.7.3]1a[1.7.2] diventa:
€ 3 €
IS(x) — S(xo)l <?+?+ ?= €

che ¢ la condizione di continuita della funzione S(x).

N.B.: Dal precedente ragionamento risulta che una serie non pud essere uniformemente
convergente in un intervallo in cui la somma S(x) ¢ discontinua.

1.8.- Integrazione per serie

E noto che la somma di un numero finito di funzioni integrabili ha per integrale la
somma degli integrali delle funzioni; cié non ¢ sempre vero per un numero infinito di fun-
zioni, Vediamo ora quando cio si verifica.

Per una serie di funzioni continue

: i x)

-
Ithv1e

che sia uniformemente convergente in (4, b) e quindi abbia somma S(x) con_tinua (_ci_”r. §l.7)?
integrale della somma S(x) & uguale, in ogni intervallo di (@, b), alla serie degli integrali
delle funzioni; si ha ciod

14
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x I oo x
L S(r)dz=_£ kzl uk(t)dt=k2f (1) dr a<x<bh
= =174
Esempio.
7. Determiniamo I'intervallo di uniforme convergenza della serie:
i (x = ]| )"
2

n=1

Applichiamo il criterio di Weierstrass scegliendo come serie di confronto la serie geo-

metrica di ragione g < 1:

’ x—1
2

x—1

2

la serie risulta uniformemente convergente nell'intervallo aperto [—3,3]. Essa & la
serie geometrica di ragione (x — 1}/2 privata del primo termine ap = 1, quindi la sua
somma é:

l€q<l

<P = |x-I<2 - —2<x~-1<2 - —1<x<3

= 1 2 . _x~1
S(x)—l_x—l ! I—x l_3—Jc

2

Vediamo se ¢ possibile applicare il teorema di integrazione per serie nellintervallo
chiuso (0, 2). ‘

1} In tale intervallo le infinite funzioni della serie sono tutte continue;

2) L'intervallo chiuso (0,2) & contenuto interamente nelF'intervallo di convergenza
uniforme della serie.

Pertanto, essendo verificale le condizioni per 'integrazione per serie, si ha:

I e P e P =

=[~x—2log(3 - Ot =—2+2log3 =2(log3 — 1)

1.9.- Derivazione per serie

Anche in questo caso cid che & valido per un numero finito di funzioni non & sempre
valido per un numero infinito.
Per una serie di funzioni aventi derivate continue in (g, b)

él ud) [19.1]

che sia convergente in (g, b) ¢ quindi abbia somma S(x), la derivata della somma & uguale
alla serie delle derivate, cioé

15
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S = d N du (x)
S = dx dx K= uk(x) Z ;

sc la serie delle derivate
kgt ' (x) [1.9.2]

¢ uniformemente convergente.

8, . Siadata la serie geometrica (privata del primo termine)
2 X
n=|
convergente per |x| < 1.

Le funzioni che la costituiscono sono continue e derivabili nell'intervalle di conver-
genza. Essa ha per somma:

_]= X
1~ x | — x

S(x) =
La serie delle derivate é:

= 1
3 nx"
n=1
Vediamo se & uniformemente convergente. Applichiamo il criterio di chrstrass sce-
gliendo come serie numerica di confronto la serie il cui termine generale & na”
Con |x| <a<1 risulta [nx"""1 < na""".
Inoltre 1a serie numerica & convergente, come risulta dal criterio del rapporto:
(rn+ 1)a" . n+1

I = =)
xlE—lm T }:I_l"lm " a=a<1

Pertanto la serie delle derivate & uniformemente convergente nell’intervalio aperto
[—1,1]. Siha:

5 ot = gy = 1

n=1 dx a—xy

Verifichiamo tale risultato:

T S SRR R ST SR

n=1

Essa risulta il prodolto alla Cauchy (cfr. P.29, Serie numeriche, §2.7) della serie geo-
metrica per se stessa, ciog:

SI nx"' = Z,U x'

Pertanto la sua somma &:

1
(1 —x

S0x) = [SWT = ( L x) =

1]
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2 - SERIE DI POTENZE IN CAMPO REALE

2.1.- Teoremi di Abel
Le serie di potenze sono delle particolari serie di funzioni ¢ hanno espressione del tipo:

i}o 0™ = ao + mx + axt + ... [2.1.11

dove i coefficienti 4, sono costanti reali funzione di n ma non di x.
Le serie di potenze godono della proprieta di essere sempre convergenti almeno in un
punto, ciot in x = 0.

a} Se una serie di potenze ¢ convergente in un punto xo ¥ 0 essa & assolutamente conver-
gente in tuttl i punti x tali che
1] < [xal

Infatti, siccome in una serie convergente u, — 0 per n — =, esiste un numero positivo M
maggiore del valore assoluto di ogni termine della serie, per cui vale la relazione

|ania™| < M

che ci permetie di scrivere la serie dei moduli della [2.1.1] nel seguente medo:
x
<) omlk =

Nei punti | x| < {xo} la ragione & minore di 1, la serie geometrica & convergente, la serie
dei moduli %, |a.x"[ & convergente per il criterio del confronto e la serie [2.1.1] & percid
assolutamente convergente. Nei punti |x| > [xof, la ragione é maggiore di 1, la serie
geometrica & divergente ma i criterio del confronto non permette di concludere nulla
relativamente alla serie dei moduli.

= serie geameatrica di ragione

oQ &0
2 |@nx"| = E |@nxa”t | —
n=0 n=0

b) Se una serie di potenze & divergente in un punto ¥o ¥ 0, essa ¢ divergente in tutti i punti
x tali che
| x| > | %ol

Si ragioni per assurdo: supponiamo che la serie, divergente in X, sia convergente in un
punto | x| > |xo|; se cosi fosse, la serie per il teorema a) dovrebbe essere convergente in
tutti i punti |x] < x| e quindi anche in ¥o, contrariamente all’ipotesi.

1.2.- Intervallo di convergenza

Dai teoremi precedenti si traggono le seguenti conclusioni: se la serie [2.1.1] & conver-
gente in un punto xo # 0, essa & convergente nell'intervallo (— | xo| , | x0|), ma non si pud af-
fermare nulla circa il suo comportamento all'esterno di detto intervallo;
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comvergente o divergente | CONVErgEnie gonvergente o divergente

T |Io| ] |Xa|

se la serie [2.1.1] & divergente in %o = 0, essa lo ¢ anche nei punti |x| > | %) ma non si pud
dire nulla per i punti |x| < |x|;
convergente o divergente

divergente | divergeme

T J T
= | %ol 0 | Fol

Studiando Ia serie in tutti i punti si perviene alla conclusione che |Yinsieme dei punti
— |#n| < x < | per cui la serie converge ammette un estremo superiare | E,| e che Lin-
sitme dei punti |x| > | %] per cui la serie diverge ammetie un estremo inferiore | 5| e che
tali estremi coincidono:
IE&| = |E| = |RI|

I segmento avente per estremi — R ed R costituisce Uintervallo o dominio di conver-
genza: mei suoi punti interni la seric & convergente, in quelli esterni & divergente, agli
estremi pud esgere sia convergente chie divergente. R viene detto raggio di convergenza.

Come casi particolari si hanno!

R =10 Vlintervallo di convergenza si riduce al solo punto x = 0
R = oo la serie converge in tutti i punti.

1.3.- Determinazione dell'intervallo di convergenza

Per determinare intervalio di convergenza (— R, R) della [2.1.1] si deve studiare la
serie dei moduli Z {@:x"| con uno dei metodi validi per le serie numeriche a termini
positivi. L
Come esempio studiamo detta serie col metodo del limite della radice; si ha:

lim /|a.x"| =lim |x| v/ a.
—e n—oo

1 N d
per x| < — tale limite & < 1 e la serie & assolutamente convergente
dn
per  |x| > — la serie dei moduli & divergente e quindi il suo termine generale non
4 tendeazero;mase Lm |ax"] #0 anche lim ax"#0 e
n—-o =
quindi la serie [2.1.1] & divergente
1 e .
per |x] =— il criterio risulta inefficace
4n

. 7 . . 1 3 .
In conclusione I'intervalio di convergenza ha raggio R = Ta ma non si pud dire
an

nulla relativamente ai suoi estremi dove la serie deve essere studiata con altri criteri.
Si arriva alle stesse conclusioni anche utilizzando altri criteri.

18
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Esempi.
L x"
9. Laserie esponenziale Z l ha R = o= infatti applicando il criterio del rapporto
n=0 "
alla serie dei moduli si ottiene:
Un+1 ="' m |x]| . Ixl \
= = - lm —/——=20 €T OgNi X
W+ | nt1 new 1+ 1 L
che ci permette di affermare che 1a seri¢ esponenziale ¢ assolutamente convergente
per ogni x.

10. Laserie i n!x" ha R = 0, infatti per il criterio del rapporto si ha:
a=1

tner _ (n+ DV
un nt| x|

quindi la serie & divergente per x # 0 e convergente per x = (.

={n+Dx} — lim (r+1)jx| == perx # 0
n—oo

11. La serie geometrica io x"  ha R = 1;negli estremi dell'intervallo ciod per |x| = 1

& divergente,
N s _ . ~J= 3
12, Lasene Z ~F conp > | ha R = 1 e negli estremi, a differenza della serie prece-
n=1
dente, é convergente; infatti per il criterio del rapporto applicato alla serie dei moduli
si ha:

Un+1

Un+ 1 B4 ( n )" .

—_—_——— e — | —— — lm
2ol 4l GREr P[5 FIL1) AL oo

per cui la serie converge per |x| < I e diverge per |x| > 1; per x = 1 la serie diventa

= {x

—- cio¢ la serie p che per p > 1 sappiamo essere convergente; per x =—1 la

4

n=1]
yrpe e |
serie ¢ assolutamente convergente perche la serie dei moduli & z 7
n=1

o
13. Laserie Z i ha R=1 ma ha un comportamento diverso nei due estremi
n
=l
dellintervallo: per x =1 diventa la serie armonica che & divergente, mentre per
x = — | diventa la seric armonica alternata che & convergente con somma § = log2
(cfr. es. 21).

2.4.- Convergenza uniforme

Una serie di potenze & uniformemente convergente in ogni segmento (—r,r) intera-
mente contenuto nell’intervallo di convergenza cioé per r < R.
Infatti, fissato un r < Rsi pud sempre trovareunFconr <7 < Reperx = rlaserie ¢
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per ipolesi assolutamente convergente (cfr. §2.1-a). Possiamo ora applicare il criterio di
Welerstrass (cfr. §1.5) assumendo come serie numerica convergente a termini positivi a,
quella dei moduli della serie di potenze in x = Fe ciod:

[ P Ia,.l ?!
¢ come serie da studiare an,.x"; siccome per x| < rsiha
-
Iaux"[ < an?'

la serie Zo anx" &uniformemente convergente per —r < x < r.
)

2.5.- Continuita della somma

La somma di una serie di potenze ¢ continua in ogni segmento (—r, 7) interamente con-
tenuto nell'intervallo di convergenza cioé con r << R.

Infatti in tale intervallo sono verificate le due condizioni richieste per la continuitd
della sornma di una serie di funzioni e cioé la continuita del termine 4.x" € la uniforme con-
vergenza detla serie.

2.6.- Integrazione per serie

L'integrale della somma di una serie di potenze ¢ uguale alta serie degli integrali in
qualunque intervallo (a, 8) interamente contenuto nell'intervallo di convergenza, Infatti
per — R < a < x £ § < Rla serie di potenze soddisfa le due condizioni richieste dal teo-
rema di integrazione per serie di funzioni e cioé la continuitd del termine a,x" ¢ 1a uniforme
convergenza della serie.

2.7.- Derivazione per serie
Sia data la serie di potenze

awtaxtaxd+ . +ax+ . [27.1]
ha intervallo di convergenza (— R, R). La serie ottenuta derivando termine a termine &:
a+2ax+ 3l + .+ a4 [2.7.2]

Se nell'intervallo (—R, R) valgono le condizioni del teorema di derivazione per seric
(cfr. §1.9), indicando con 5(x) Ja semma della[2.7.1] e con S(x} 1a somma della [2.7.2] si ha:

= = = d « -
509= e 50 =5 £, 0] = ) 20y = 3 mane

in ogni punto interno all'intervallo (-~ R, R) ossia che la somma §(x) della serie ottenuta de-
rivando termine a termine la serie di potenze [2.7.1] & uguale alla derivata della somma S(x)
della serie [2.7.1].

0
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Quanto detto per }a[2.7.1] pud essere ripetuto per la [2.7.2] € proseguendo in tal modo
si arriva al seguente risultato:

la serie [2.7.1] di somma S(x) pud essere derivata in ogni punto
interno a (—R, R) un numero gualunque p di volte, ciod si ha:

oy — G R mep
P =25 2, """u“,;, 2w @)

Tutte le seric ottenute derivando successivamente la [2.7.1] hanno lo stesso intervallo
di convergenza (—R, R).

2.8.- Serie di Taylor ¢ di Mac Laurin

Una funzione f{x) continua in (g, b) insieme con le sue derivate di tutti gli ordini per-
mette di scrivere formalmente la seguente serie, detta di Taylor:

- n 2

x n - L

3 LB 1) = oy + e = xfe) + S22 g b
n=0 : :

dove x e X, sono punti dellintervallo di definizione. In generale tale serie pud essere diver-

gente, comvergente con somma S{x} # f{x) ¢ convergente con somma S(x) = f(x). Il caso

piul interessante, per sé siesso e per le sue applicaziond, & 1l terzo ciod quello per cui ta serie

di Taylor dedotta da una funzione f{x) ha per somma Ia stessa f(x). -
Ponendo x — xo = X laserie di Taylor diventa una seric di potenze del tipo En G X"

) =
dove a,= f(—-:!x“).

Per xo = 0 la serie di Taylor diventa la serie ¢i Mac Laurin.

2.9.- Formule di Taylor e di Mac Laurin

Si dimostra che una funzione f{x} continua insieme con le sue derivate degli(n + 1)
ordini in (g, b)) ammette la seguente formula o sviluppo accorciato di Taylor:

fx) = [f(xu) 3 :! 20 pixgy + X ;! X o) + ..+ (x—;!ﬂ)-ﬂ"'(xo)] +R,  [29.0]

dove x e xo sono punti di(a, /) e R, ¢ il resto che vale:

. n+l

R, = (xT_:u']))'_f(“ o + x—xg)] (0<8KL]) [detio resto di Lagrange]
o aatl

R.= ("—n’f"l—— (1= 8/ "+ 0(x—x0)] (0<O<1) [detto restodi Cauchy]

In entrambi i resti la derivata ¢ calcolata in un punto compreso tra xo € x in quanto
0 <@ < 1 ma per valori di 8 diversi, in generale, nei due casi.

Per xo = 0 si ha la formula di Mac Laurin.

Nel caso che f(x) sia un polinomic di grado n, il resto, in entrambe le forme, & nullo
perché & nulla I derivata di ordine (n + [).
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2.10.- Sviluppo di una funzione in serie di Taylor e di Mac Laurin

Se, nelle ipotesi del puragrafo precedente, la funzione f(x) ammette le derivate di tutti
gli ordini, ¢ possibile scrivere la formula di Taylor per un numero n grande a piacere; pas-
sando al limite per n — = in entrambi i membri della [2.9.11, si ha che:

1) il termine f(x) non varia perché indipendente da n
2) i termini entro parentesi quadre diventano la serie dj Taylor [2.8.1] della £(x)
3) il resto, in generale pud tendere a quzlunque limite.

Per n — e 1a [2.9.1] diventa:

foy= ) A fney 1 jim R,
n=0 . A

E chiaro che se e soltanto se lim R, =0, lafunzione f(x) ¢ la somma della serie di
n—o

Taylor da essa dedotta, ciod & sviluppabile in serie di Taylor:
S (x— xo)" H
I = ) o

Per xo = 0'si ha lo sviluppo in serie di Mac Laurin,

2.11.- Esempi di sviluppi di funzioni in serie di Mac Laurin
14. FuNZIONIsenxEcosx

Le funzioni sone continue insieme con le derivate di tutti gli ordini in tutto I'asse x;
per xo = 0 il resto nella forma di Lagrange &

+1

_ I" n+ 1}
T A

e tende a zero per # — oo infatti per ogni 7 ¢ ogni x si ha

/s |Etsenfx| <1

0+ 1) "
U el \ |+ cos x| < |
N e
e T

quale termine generale della serie esponenziale che & convergente (cfr. es. 9); guindi:

LR +1

mtr|

< lim
n—a

n+ 1)(ex)

lim |[R.| =lim
n— "n—

X
L (n+l)!f(

Essendo verificate le condizioni per lo sviluppo in serie di Mac Laurin, si pud passare
al calcolo delle derivate nel punto.x = 0. ;
Le derivate di ordine pan Znsono:
2n 2
e ={=1" —s s BT RN ’ =
7 senx {—D"senx 2 Senx | 0

22
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2n 20
o cosx = (~1)eosx — 7 cosx ‘::u =(—1y
Le derivate di ordine dispari (2# + 1) sono:

2n+ [ 2m + 1 .
—Wsenx=(“l)"cosx I T senx L:n:(_ 1)

2n+1 d2n+]
ST s = () senx ~ oo cosx |, =0
Quindi si ha:

5 7 x n+1
X fmgy—= o XX X = x — 1)

senx—;ﬁﬂ(o)—x 3'+5! 7'+ ’;3(211-1-1)'( )]

] [}

L] 2 = xz"
A B P o Wy 1y
/M O=1 - rt T Z:;, P&

L]
Cosxy = Z
=0

Tali sviluppi sono serie a segni alterni nelle quali I'errore che si commette (c_fr. P.2.9,
Serie numeriche, §4.1) assumendo come somma della serie una somma parziale & in-
feriore, in valore assoluto, al primo termine scartato, quindi sono comode per calcoli
¢on valori piceoli di x (in tal caso bastano pochi termini perché gli altri sono lrascura-
bili) e scomode per valori grandi di x (in tal caso per avere un piccolo errore sono ne-
cessari molti termini).

FUNZIONE ESPONENZIALE ¢
E continua insieme con le derivate di tutti gli ordini in tutto l'asse x; il resto di La-

- e e
grange tende a zero per n ~ ©°; infatti cssendo 2 € e s ha;

n+l

eﬂx

Im |Rn| = lim
=

X '
—_— <e<1 B .
i so w | (n+ 1) 0 e

Essendo:
per x>0 ™«

E
eper x<0 <™ - —-"/J

e b e

a =i = |l )s
siha, perognix, e*<e® ; e
Il limite del resto & quindi: Fig. 2.11.1
+1 x’l +1

. ax x| q: j—

—— <e™l **-—1 =0
i e TOLS ICEL  rpag Y
Lo sviluppo in serie di Mac Laurin é:

£ L G 2 o n
=V gy oo KX L VX cicde
e—;on!f((n ’;n!e Ligh gl oyt "Z:;n! x

Siccome i valori nepativi della variabile possono essere espressi da —x con x > 0 ¢
quelli positivi da —x con x < 0 nelle precedenti si pud scambiare x con —x otte-
nendo:
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_]_T’L__’L +Z—-(—1) —o0 < x < 420

dove i valori positivi delie x possono essere espressi da x* ottenendo:

_‘z—]—x-f- i

16. “FUNZIONI IPERBOLICHE Shx, Chx

17.

18.

24

Apphcando la sommabilita di due serie convergenti (cfr. P.29, Serie numeriche, §2.7)
si ha (cfr. es. 15);

ex _ e—.r x] xS = x‘.’n+l
Shx = = ——— —_ = _ — oo
5 x+ T ip 5 + .. ; Gn ¥ ) < x< too
e+ x x o
Chx = — - = —o -]
3 1+ 21 + 2l + . L 2y <x<+

FUNZIONE ESPONENZIALE COMPLESSA ¢ E FORMULA DI EULERO
La funzione ¢* dove z = x + jy & definita nel seguente modo

&=tV =g

Ponendo jy = ¢, 1o sviluppo di ' in serie di Mac Laurin & il seguente:

Z Loy

= nl i nl

Ricerdando che:
&) Y B d . = i
F=-1  P=iti=—j  f=jp=1
=Dt Pty
e gli sviluppi in serie di Mac Laurin di seno e coseno si ottiene:

2 3 5
= |y, ¥ ; .
—(l 2 + ) +...)+j(y——§'—+?+ )—cos; tjseny
La formula di Eulero & la seguente:

€ =" =¢(cosy + jseny)

SERIE BINOMIALE

E lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione:
S =01+ x)*

per —1 <<x<I] cio¢ (I +x)>0 e pereareale.
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Per a intero positivo € (1 + x) reale si ha la formula del binomio di Newton. La fun-
zione f(x) & continua insieme con le derivate di tutti gh ordini che sono:

f()=a(l +x'

S =ale—)0+0°

o =ale—1D . (e—n+ D+ x)0"

S =efa~ 1) .. (@ m1+ 0!

Verifichiamo che il resto di Cauchy tende a zero per n — o2

- e afea—1...(ea—n)
n! n!

R, = ) S X = A—6y{1+oxy "y =

_ fje—1 a-1, 1_9)"n+1

——a( n )(l+6x) (l+9xx

Essendo 0 << 8 << 1, nell'intervallo —1 < x < 1sihache (1 + 8x) > 0e (1 + 8x)"""
come funzione potenza ammette un massimo assoluto che indichiamo con M; sic-

come |Bx| < 8 si ha:
(ﬂ - l]xn+1
n

—
l) ™" tende a zero per n — <« perché & il termine genefa]e delia

0< <l equindi |Ri| <M |al

] + ox
L'espressione (a -
serie:

i (ar = l) n+l
x
n

n=

che & convergente, come si pud verificare facilmente applicando it criterio del rap-
porto:

(a—l)x},”_ 1 _|la-Da=2.(@=-n@—n—-Dx""| _

n+1 e oy 1 prlf@— D .. (a—n)
A 1( - ) (n+ Dnlx 'T
=‘a—n~l \
n+1

il cui limite pern — @ tende a |x| < 1.
E lecito quindi Jo sviluppo in serie di Mac Laurin della f(x) che &

(1+x)“=i~:§r

n=0 ¥ n=q

:ngo(i]x"=l+(T)x+(;)x2+...+(;)x"+... x <1

La funzione f(x) = (1 + x)” quale poienza ad esponente reale, & definita per valori
positivi della base, cioé per x > — |, insieme con le derivate di tutti gli ordini; quindi
la sua serie di Mac Laurin esiste per x > — 1 ma ¢onverge a f(x) = (1 + x)” solo per
[x] < I; tale intervallo pud comprendere gli estremi net due seguenti casi particolari
che non dimostriamo;

gy = i La@—1 .. (a—n+1) _

n!
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a) per a > 0, non intero, 1a serie converge assolutamente per — 1 < x < 1
b) per —1 < & < 0laseric converge per —1 < x < |

Diamo ora le espressioni per alcani valori particolari di a:

a=—1

SR JE P
x

= ng‘ (—N'x" = Eo (—x)" = {serie geometrica di ragione — x]
che, ponendo x%al posto di x, diventa:
l -
. =1-x+x =+ =n§0x1"(—l)"
G==k
2
i I I I3 =350 Ty —3)
i+t =l+—x———2+ X o inrdr Do (B = 3) a e
* 753X Tkt Tt T oebam T
_ 1
1 S B
2
1 i 1 1-3 1-3-5 3-5
ot SoCu s 1 A1-3-5-..@n—1) 0 g
— R e e e vy o e L L

che, ponendo — x* al posto di x diventa

| - 135 35 gz—u
——— 1t f+— X 1
= a6 Tt T aae g T

FUNZIONE arcsenx

. , 1
Dalla serie binomiale per ¢ = b dal teorema di integrazione per serie di potenze si
ha per |x| < I:

" a 1 1-3 1-3-5
arcsenx —f f ( -7+ 6 =
I 7 Tt T
x 1:3 1:3:5..-2n—1)
=x 4+ =—+ 5+...+ n+1
2:3 ' 2:4-5 2-4:6-. (2n)(2n+1)J|cz
Sidimostra che tale sviluppo ¢ valido anche per |x| = 1 per cui si ha:
1 1-3 1:3:5
| L S -
arcsen > 1+ 2-3+2°4-5+2-4-6-7+"'

che ci permette di calcolare il valore di 7 con 'approssimazione desiderata.

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI
20. FUNZIONE arcigx
Dalla serie binomiale per @ = — 1 e dal teorema di integrazione per serie di potenze si
ha per {x| < I:
*odr *
=] —=5=] q-F+L—-F+E4+0)dt=
arctgxl:l_'_tz fo( + 1 )

21.

+

_ x3 x.! x’? _z x2n+1 -
By v i i - T

Si dimostra che tale sviluppo vale anche per |x| = 1.

FunzIONE LOGARITMICA log(l + x)

Pud essere sviluppata in serie di Mac Laurin nell'intervallo —1<<x< L.
La funzione & continua insieme con le sue derivate di tutti ghi ordini che sono:

2
1+ x°

1+ 1 =i n! 1y
f( ’(x)— a +x)rr+l( 1y

r@=1rs Sw= (T_W £ =

1@ =g f 3) 1) = (U

Il resto di Lagrange é:
R"=(n_x:"lf)‘ffwuw")_ ( x::;)v a +':; e = Ez_+l)n (I:Gx)m
che tende a zero per n — %, nel'intervallo 0 < x < 1, perché 0 < ] _: ™ <L
Il resto di Cauchy &:
R.= "M (L= 0 /" ex) = - (1 —9)"T]—+';!Tm-(_ Y=

xm( 1 ; eex) (1(?;;:)

1i—0
che tende a zero per n — o, nell'intervallo —1 < x < 0, perché x| <1le 1+ ox <

Nell'intervailo —1 < x < 1 sono soddisfatte le condizioni per lo sviluppo di Mac
Laurin che é&:
oo 2 4
X o T SN S SR
log(1 + x) = Z A e e S
= ——""— [2.11.1]

Conla[2.11. 1] si pué calcolare il logaritmo dei numeri positivi x < 2 con I'approssi-
mazione desiderata. In particolare, per x = 1 si ha:
1 1

— .

—y_ L 1
log2 =1 2+3 3 5

27
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che & la serie armonica a segni alterni.

Se si vuole calcolare, medianie Ie seric (1), il logaritmo di un numero qualunque, si
procede nel seguente modo: sostituendo x con —x la [2.11.1] vale nellintervalio
—1 = x <7 | (bisogna escludere x = | perché per tale valore il logaritmo non ¢ defi-

nito) ¢ diventa:
log(I—x)=—x——2-——-———... [2.11.2]

Sottraendo la [2.11.2] dalla [2.11.1], si ottiene nell'intervailo comune —1 << x<1la
seguente serie;

) 5
log(1 + x) — log(1 — x) = log : J_ri =2(x+—’:‘;-+—§—+...) [2.11.3]
Ponendo ora L S =1+2L= Chix
|l —x a

¥ il :
» Con g e y positivi qualunque, e ricavando

X sl ottiene x = 5 _: > positivo e minore di 1; in altre parole ogni numero positivo

pud essere espresso nella forma 1 + % & cui corrisponde un x con 0 < x < 1; quin-
. di sono lecite 1e seguenti uguaglianze;

+ x

3 5
log(l + —i-—) =log(a +y) — loga = log(1 )= 2(x+ —J;—+ —J;—+ )=

1l y y

5
Y
y-> y+2a-+ 3(y + 2a)° T 5 + 2a)° +)

che permettono il calcolo del logaritmeo di un numero qualungue.

2.12.- Applicazioni delle serie

Come ¢ noto, ogni funzione continua ammette sempre la primiliva la quale perd non
sempre ¢ esprimibile mediante funsioni elementari. In tal caso il caleolo deghi integrali defi-
niti puo essere otlenuto con la desiderata approssimazione usando gl sviluppi in serie della
funzione integranda.

Come esempi calcoliamo i seguenti integrali definiti che non ammettono primitiva ele-
mentare per la funzione integranda.

b b 2 4 6
22, f e-*dxz[cn.n.eedes.;s]=_£ [1—%—+%—%+...de=
B b —d B -4 B — g
e e T T 7

Tenendo presente lo sviluppo di sen x (cfr. es. 14) 1a funzione integranda pud essere

(') Meyer ¢ Briggs non hanno usato Ie seric che aila loro €poca erano sconosciute,

28
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espressa dalla serie:

sen x l_iz._’.x_‘__is_ =i IZ" (—])"
T 3! 51 7! et (2n+ N

che ¢ convergente per ogni x, come si pud constatare mediante I'applicazione del cri-
terio del rapporto:

tnit _ xz"*2(2n+21)! _ x! — lim Mg

Un (2n + 3™ 2n+ 3N2n+2) oo Uy
€ ammette percid 'integrazione per serie:

b b 2 4 6

SOT Y S R il =
j: S dx = ) [I 3 it 51 T + ...]dx
P—d bv-a -4
A TP R oY T

24. L " V11— Ksenle do integrale ellittico per k& < |

Nell'integrale ellittico la funzione integranda pus essere sviluppata in serie binomiale .

1
per ogni ¢ considerando k’sen’ ¢ = xe o = o8

1 1 3L »

\/l“kzsenzqa =\/l—x=l—*2-x—-nxz—mx T —
&
N .o o _ k'sen'o  3&°sen®y
Tl ke 2:4-6

Tale seric ¢ uniformemente convergente, per ogni ¢, per il criterio di Weierstrass
perché la serie di confronto a termini positivi:

1., , & 1-3 1:3:5:..:@n = 3)
R R R iy L 2:4-6-...-(2n — 2)

& convergente, come si pud constatare applicando il criterio del rapporto:
pv1 _ 1-3:5-.-(2n—3)(2n+2-3) 2 2:4-6-...-(2n— 2)

+ ..

n 2:4:6-..:2n — 2)2n 1:3:5...-Qn— 3k
:2n-—3+2k1 - lim un+1=k2<1
2n H—o Up

Si pud quindi applicare il teorema di integrazione per serie:

= P i zf'h 2 _ k"fw o dio +
-’;. I—ksen¢d(p=qaz—¢1—7k b sen” ¢ de 2.3 k), senede

_ 143
2-4-6

dove gli integrali f sen” ¢ de sono calcolabili per via elementare e nel caso di o =0e

1
ksf sen6¢d¢ e
@
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¢: = w2 diventano: 40. log(l +x)!'*¥ 41. log(x+ V1+x)
j"'” m 1:3:5..-(2n—1) . T
o sen™ pdp = 2 24 6 oon 42. Sviluppare cos x secondo le potenze di x — e

43. Sviluppare ¢* secondo le potenze di (x - 2).

. . 44. Sviluppare f(x)=x’ — 2x’ + 5x — 7 secondo le potenze di (x — I).
2.13.- Esercizi proposti

Detea minare I'intervallo di convergenza delle seguenti serie:

5 ,Z"’(ili)"

Soluzioni degli esercizi proposti

M

i P —1 Z": A=l
= 'Gn-1) mn—-ntl Applicando il criterio del rapporto ai moduli si ha;
- n+ t [ n3 ( )3 ) Un+1
= = |xi = lim = |x|
Z n(1+x’)" tin m+ 1y ¥ ntl e | "
. . ) Quindi per | x| < 1 la serie & assolutamente convergente. Vediamo qual & il comporta-
Studiare la convergenza uniforme delle serie: mento della serie agli estremi di questo intervallo: per x = 1 la serie data diventa la
I 1 = ) serie p con p = 3 (quindi convergente) e per x = — | la serie data ha per serie dei mo-
Z T+ (= Dad +nm) x#F— P 32. Z 3 duli la serie p con p = 3 (quindi ¢ assolutamente convergente). Si conclude che I'in-
[ (n x nx n=1 tervallo di convergenza &:
x x x N sen’nx —t<€x<1
+. ..t +t 33, .
1 J“2"L1+x1"'(1+;.:2)2 (1 + xY ,,;2—1
M. I'):mostra:ci ::he la serie - i CyE—1
(b)) T &~ 3a-1)
~ n+x ! o
n . . Applicando il criterio del rapporto ai moduli si ha:
converge uniformemente, ma non assolutamente, per ogni x. > i
. ] Uns+) | _ |x— 1] 2Gn—1) _|x—1] 3n—1
35. Dimostrare che la serie e | T Gn+3-10 |x—1I" = 9 I+ 2
o sennx . U, lx—1]
3 —_ ==
r;l n }:Elan Upn 2

i inua insierne i ix. :
ha per somma S${x) una funzione continua ins con le sue derivate per ogn La serie converge per

36. Dimostrare che

lx— Y o x—1 o
Y cos 2nx "fcos2x | cosdx , coséx _ 5 <! << IS 558
Z S gy = + + +.)ax=0
= (2n—D2n+ 1) 1-3 35 5-7 Per x = 3 la serie diventa:
37. Dimostrare che i =1
S = (" sen nx = i3n—1
=t LT serie alternata convergente in quanto soddisfa alle condizioni del teorema di Leibnitz
¢ derivabile un numero qualunque di volte per ogni x. (cfr. P.29, Serie numeriche, §4.1):
Sviluppare in st_elrle di potenze le funzioni: ; w>wm> .. e lim o _ 0
38. SettThx=Th x : 39. cos'x n=o 3n—1

30 3l
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Per x = — | la serie diventa:
i 1
= 3n—1
che & divergente, come si pué constatare con il eriterio det confronto:
1 ! 1

= 3 [termine generale deila serie armonica {divergente)]

M1 a3

Quindi l'intervallo di convergenza risulta — | <x<3
Applicando il eriterio del rapporto si ha:

Un+i _ n{l + x%)° -
e DA+ m+

n(l+x)

n
D+ xH
0 Un+) 1
]ll'l'l '——'.—_—2..
n—~= Ll 1+ x

La serie converge per 1 +- x>
¢ quindi per ogni x # 0. P = ie $i
sforma nella serie armonica che & dlvergentep ¢ SRS e -

Applicando il criterio del rapporto ai moduli si ha:

1 +x "_(n-f-l ¢
1-x| = n

l_xn+l ]

I+
l—x’
I+ x

La serie converge per

Un + |
Uy

%y

14+ x

=m+ 1y

Un+ | i

in

lim

l'“"
1+x

<l = x>0

Zn—n-f-l

Applichiamo il edterio del rapporto:

Un+1 - gt Hz—rl‘f']
tin (ﬂ+1)2—(n+l)+l o™
Un+) x

lim 2,
n—oo [

_€H@—n+1
wtntl

- -

30.
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Quindi per x < 0 la serie converge.
Per x = 0 la serie diventa:

N 1
;nz—n+[

e converge, come si vede applicando il criterio di Raabe (cfr. P.29, Serie numeriche,
§3.7):

e b e 2
rrl"ﬁie 4 Ur+a anﬂD nz—n+l

L'intervallo di convergenza & quindi x < 0.

2>1

Siccome al denominatore del termine generale si ha il prodotto di due fatfori la cui
differenza da il numeratore, la serie pud essere scritta nel seguente modo:

i[ 1 = ]_
Zlt+n—npx 1+ax]

M. il Wy 1 . |

_b l+x)+(l+x 1+2x)+(l+2x 1+3x)+“
la cui somma parziale ennesima ¢

S =1— L — lim s»=8=1 perx0

1+ nx

Draltra parte per x = (i termini della serie si annultanoe e quindi § = 0. In qualunque
intervallo comprendente it punto x = 0 la serie non pud essere uniformemente con-
vergente perché in essa la somma § non ¢ continua {cfr. §1.7). In ogni altro intervallo
Ia serie & uniformemente convergente perché, fissato un e > 0 arbitrario, si pud sem-
pre trovare un N tale che per tutti gli n > N si abbia | Rs| < ¢; infatti si ha:

n—o0

- ol iyt - |1 _ 1
| Rn| = |8(x) — sa(x)] = |1 — 5:{x)} ‘1+nx‘<e L+ nx| > p
1 .
per x > 0 l+nx>—e- —~ n> S cone <1
1 ==
perx <0 t+m<—— — p>————
€ x

Siccome in qualunque intervallo che escluda x = 0, fissato ¢, le due espressioni di n
sono limitate superiormente, basta assumere per N il primo intero maggiore di tale li-
mite superiore (corrispondente all’estremo inferiore dell'intervallo di x prescelto).

2 z ¥ 2
x x x
T+ 2 + 0+ + ..+ TETsL + ..

Perx=0lasommaéS={.

x +

33
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Poiche si tratta di una serie geometrica con primo termine x° ¢ ragione ——1——1 <1
la sna somma parziale ennesima é&; T+

I (T%?Tl

slx) = x i = i
'TFE '_TTFJ
2
iiglw 5a(x) = S(x) = ——Jfl—- =1+x* perx#0
1= 1+

La somma S{x) é discontinua in x = 0 {S(0) = 0, S(x) > 1 per x # 0) quindi la serie
non pulﬁ essere uniformemente convergente in un intervallo comprendente il punto
x = {; in ogni altro intervallo & uniformemente convergente, infatti:

( i )
2 a-1
|RAR)| = 1S() — su()] = 2 — LT X =( lz) e
| — 1 1+ x
1+ X
1 l%%

2a-| T p 5 owm AS

@+ 2> >yt come<t [2.12.1]

Basta assumere per N il primo intero maggiore del valore dato dalla[2.12.1].

el

Applichiamo il criterio di Weierstrass assumendo come serie di confronto la serie
geometrica con ragione ¢ << 1, Per

B

la serie risulta uniformemente convergente.

sg<1 — |x|<3

Poiché sen’ nx < 1 per ogni x, si ha:

sen’nx 1
R | WeRss

A_pplich_iamp alla serie il cui termine generale & il secondo membro della disugua-
glianza il criterio del rapporto:

n2n—l

rr_l . l
nee 27 —1 ,la m+ 2 2

Un+|

lim

n—~o  Up

35.
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La serie di confronto & quindi convergente e, per il criterio di Weierstrass, la serie
data & uniformemente convergente.

Applicando il criterio di Leibnitz sulle serie alternate si vede che la serie data & con-
vergente per ogni x, infatti si ha:

1
n+x 0

w>w>.. e lim |u] =lim

n—= h—co
Il resto della serie & dato da:

) cy

T AN T LT A

cy

—m avente somma (cfr. P.29,

che & una serie alternata con primo termine
Serie numeriche, §4.1):

1
B |G p+ 2
Quindi, fissato un € >> 0 arbitrario, si ha:
1 1 1
= = == 12,
IR"|<H+I+J.'2 n+1<£ r1>E 1 [2.12.2]

Basta quindi assumere per V il primo intere maggiore del valore dato dalla [2.12.2]
per poter affermare che ia serie & uniformemente convergente.
Consideriamo adesso la serie dei moduli:

Z n-ilx2

n=1I

[2.12.3]

Per qualunque x, indicando con ny il primo intero tale che x* < ng, si ha:
1 1

-
P T nt e

Ma il secondo membro ¢ il termine generale della serie

3 t
; J’l+no

che & la serie armonica privata dei primi 7o termini; allora, per il criterio del con-
fronto, si deduce che la serie [2.12.3] & divergente e quindi la serie data non ¢ assoluta-
mente convergente.

Dalla relazione
1

sennx . .
———| & —3 [~ termine generale serie p convergents per p > I]
n

E]
n

per il criterio di Weierstrass si pud alfermare che la serie & uniformemente conver-
genie ¢ quindi ha somma continua.
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Analogamente, la serie delle derivate

o8
Z COS HX
nz

n=1

& anch’essa uniformemente convergente, ¢ quindi con somma continua, in quanto

COSnx

ara

Essendo verificate le condizioni del teorema di derivaziong per serie (cfr. §1.9), si ha
che:

COs X

b
n

[>7e

S(x) =

Essendo |cos 2nx| < 1, si pud scrivere:

I cos 2nx 1 __ 1 . 1
G- D+ )| - @n—D@en+ ) -1

Poiché per il criterio di Weierstrass la serie & uniformemente convergente, in base al
teorema di integrazione per serie, l'integrale della serie é dato dalla serie degli inte-
grali, si ha quindi;

2 =l 1
_, {f (2n _cols)(;: 1) dx] Z {2n(2n - D)2n + 1) [53“2""] ]

n=

Per poter applicare il teorema di derivazione per serie dobbiamo dimostrare che la se-
rie & convergente e quella delle derivate & uniformemente convergente.

La prima condizione ¢ soddisfatta perché la serie & uniformemente convergente,
come si constata con il criterio di Weierstrass; infatti si ha:

sen nx 1

Shnr | = Shar
¢ la serie a termini positivi Z Sh ¢ convergente, come mostra il criterio del
rapporto:

Ut i emr — e—mr 2mr - l

Un e —e e ez"" e —e’

Applicando la regola di de 1'Hapital si ha:

2w
. Un+1 . 2re 1
lim —— = lim T = o <1
n—w Un n—e € & 21

Esaminiamo la serie delle derivate prime:
o

Z COS HX
& Shnr

essa & uniformemente convergente (criterio di Weierstrass) perché

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI

RCOS X n
Shnr | Shar

€ la serie a termini positivi

h
= Shnwr

& convergente, come mostra il criterio del rapporto:

Un+1 _(n+l\ =™
tn n } emr e1r — e*mr e T

Siccome il termine tra parentesi tonde ha limite | per n— ¢ il termine tra parentesi
quadre & quello precedentemente visto, si ha:

: [ 1
lim — —.

n—= Un

Essendo qumdl soddisfatte ambedue le condizioni, possiamo derivare termine a ter-
mine ¢ scrivere:

dS(x) _ \~ _d sennx i 7COS nx
dx = dx Shnn o Shnrw

Le serie delle derivate seconda, terza, quarta sono:

—nr’sennx o —n’ cosnx Z n' sennx
Sh nr Shnnr Shnrw

Ma

n=]

In generale le serie delle derivate di ordine r hanno le espressioni:

-3 o0
Tu En'sennx . +n En'cosnx . .
per r dispari

—5h pr  WPSEEPATL " Sham

ed esse sono tutte uniformemente convergenti, per il criterio di Weierstrass, perché
per i loro termini generali si ha:

*# sennx n +n cosnx n

Shnmr = Shar Shnr = Shar

essendo convergente la serie a termini positivi:

I

r

"
Shrnr

A=l
come si vede applicando il criterio del rapporto:

Un+ 1 _(n+l)’[ € —em ] lim el L1
tn n e — e N Un ) e

Concludendo si pud quindi scrivere:

[ 1s _d" sennx
ax’ S(x)‘,;(dx’ Shmr)
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Per definizione (cfr. P.4, Limiti - Esercizi, §1.11} la funzione inversa della tangente
iperbolica é&:

Sett Thx = %log ]1 ix

Applicando la [2.11.3] si ha:
x

k]
_ x
SettThx = x + 5 +—5 s

per —1<x<1

Potendosi scrivere:

coa__ 1 | cos2x
cos‘ x 2+—2

per quanto visto nel §2.11, es. 14, si ha:

o _ 1,1 @ @ (0
COE Xy S gl = ymapet 3y gl

valida per ogni x.

thes

log{l + x)**™
In base allo sviluppo vista al §2.11, es. 21, si ha:
3 4

|og(1+x)““’=(1+x)1og(1+x)=(1+x)[x——;i+"7—~’:—+..]=
_ ¥ 00X X (2 XX 5 )
‘(" st il & R ot Sl =
_ X x x ¥ - = X’ "
B Ao Py T 5 T _x+,;(n—l)-n(1)

validaper— 1 <x < 1.

log(x+ V1 +xH)

Ricordando che (cfr. P.6, Tategrali - Esercizi, §2.2, TAB. I):
x |
dt * Y
log(x + V1 +x“)=f 2—=f (1+A 2t
V1 0
dalla serie binomiale (cfr. §2 1L es. 18, pera=—1/2) ¢ per il teorema di integra-
zione delle serie di potenze si ha:

1 1-3 =353
log(x+\/1+x")=f (l-— f+—1— £+ dt=
A 24 T 246
_ x’ 138 1-3:5% +
23 2-4-5 2:4:67

valida per |x| < 1 [cfr. §2.11, es. 18, b), tenendo presente che si ¢ sostituito x* ad x],

42,
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Si tratta di sviluppare cos x in serie di Taylorcon xp = %
Il resto di Lagrange é&:

__(x“xﬂ)"H n+ 1) _
Re S S X + 8(x — xo)]

(I - x )rr+l
Siosserviche & lim ﬁ = 0 sempre in quanto x — xo & un intorno finito di
=

xo. Inoltre &:

ne _ / 1Esen[xo + 8(x — x0)]| < .
o + 0 = o) = |+ cos[xe + 6(x — xo)]| < 1 per ogni x
si ha allora:
lim (R, =0
a0

¢, tenendo conto delle espressioni delle derivate di cos x viste al §2.11, es. 14, e che

V2

m m
SCn—/— = Cos—— = ——

4 4 2

si pud applicare lo sviluppo in serie di Taylor che &:
- 3

cosx = Z x— x) :ﬂxo)" S (ko) =
r=0 .

__\@__(x_i)\/i_ (x_%r V2 | ["_J u;EJr

2 2! 2 |

Si tratta di sviluppare ¢° in serie di Taylor con xo = 2. Il resto di Lagrange tende a
zero per n — o perché, per ogni x,

f"H”[xO + B(x —_ XD)] — exa+8(.x—xu} < exu+|x—xu|
per cui

1+ 1
3 x— x - -
lim [Ra| < li o) e tlrmml = gL pmtlr—xl = g
n—ot

e (4t 1)

Quindi si pud applicare la formula di Taylor ricordando che tutte le derivate di ¢* val-

gono &”:

x—2
3

=Z "°) SR ey = & + (x — 2) & +(x 2) &+ .

Essendo la funzione da sviluppare un polinomio di terzo grado, il resto della serie &
nullo perché le derivate di ordine superiore al terzo sono nulle. Si ha:

f)y=-3
FE)=3x"—4x+5 - (D=4
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fx=6x—4 —~ (=12
=6
quindi:
2 (x = 1) (e’
100 = Y EE I = —3 k= et L=

che, naturalmente, & ancora un polinomio del terzo ordine.

(x—1y
2+T'6
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3 - FUNZIONI COMPLESSE

3.1.~ Funzioni elementari di varizabile complessa

Assumendo z = x + jy come variabile indipendente in una regione R e w come varia-
bile dipendente, vengorno dette funzioni elementari in campo complesso le seguenti:

1} I polinomi
w=Pz)=ad tas '+.. .+ a-1z+a.

dove a, a1, ..., @, SONO costanti complesse,

2) Lefunzioni razionali
Pz)
W= ———
o)
dove P(z) e (Xz) sono polinomi.
3) L'esponenziale
F=¢"" =7 eV =e*(cosy + jsen y)

che rappresenta un numero complesso in forma trigonometrica avente modulo e° e ar-
gomento y.

Applicando la proprietd del prodotto di due numeri complessi (prodotio dei moduli e
somma degli argomenti) si ha:

ere= oM [cos (1 T y2) +isen(n + 32)] =

=¥ ¥ % [cos(y + 1) + jsen(p + »)] =

=gutm ity = gutiptutin = 2t 2
In base all’ultima espressione risulta lecita la sommabilitd degli esponenti per cui

2h esp P
&)Y =é€-e-.="

La funzione esponenziale ¢ periodica con periodo 2nj; infatti:

€W = ¢ N = & (cos 2k + jsen2km) = &

4) Le funzioni trigonometriche
Derivano formalmente dalle seguenti espressioni ottenute dalle formule di Eulero:

e” =cosy + jseny e¥ =cosy — jseny
e’ —e? eV + & je? — ¢
seny=2—j cosy=T tgy=%

Sostitugndo la variabile reale y con quella complessa z si ottengono per definizione le
funzioni trigonometriche di variabile complessa:

cenz = et — ¥ T &4 o (g7 = 02

= et == TC L L

2j .2 g cosz

4]
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1
ctgz=——
cosz tgz

COSECZ = secz =

€nz

Per le funzioni trigonometriche di variabile complessa valgono formalmente tutte le re-
lazioni relative alle funzioni trigonometriche di variabile reale.

5) Funzioni iperboliche
Si definiscono sostituendo 1a variabile reale x con quella complessa z nelle espressioni
valide in campo reale; quindi sj ha:
_€—€r _fte’ _éd—e’
Shz= 2 Chz= ) Thz = o
Anche in questo caso rimangono formalmente valide le relazioni relative alle funzioni
iperboliche reali.
Le funzioni trigonometriche ¢ quelle iperboliche sono legate dalle seguenti relazioni:
S g g —(F— )
sen (jz) % % % jShz
. eJ U2) " iz} "z z
cosry=—t€ € tE oy,
2 2
... _ sen{iz) _ .
t8(2) cos (jz) jThz
6} Logaritmo

E la funzione inversa dell’esponenziale e quindi, se z = ", si ha:
w=logz

Per trovarne 'espressione ricorriamo alla forma esponenziale di z (') z = |z| plte 2k}

dove |z|=\/x2+y2 €

w = log[|z| &"** ¥ = log|z| + j(¢ + 2km)

Un numero complesso ha quindi infiniti logaritmi aventi per parte reale il logaritmo del
modulo e per parte immaginaria uno qualunque dei valori che si ottengono per k intero.
Per k& = 0 si ottiene il valore principale (ramo principale della curva) che vale:

y
= arcig—
¥ e

logz = log |z| + je

per z = | si ha: logl = loge™™ = djknm

i[Z+ 2k
per z =j si ha: logj = logej(2 ) =j(12r- + ka)

Sfruttando una proprieta dei logaritmi si definisce la funzione z°, con 4 complesso, nel
seguente modo:

Zﬂ —_ ea log z

Se, in particolare, z = jea = J, si ha:

§o e ej’(%-i-vur) - e—(%+2krr)

(1) Cfr. P.10, Numer:! complessi, §2.6: logaritmo di un numero complesso.
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7} Funzioni trigonometriche inverse

8

Nt

Analogamente a quanto avviene in campo reale, se z = sen w si ha:
W = arcsenz

Per ricavare w dalia relazione z = sen w si procede nel segnente modo:

W
%
Ponendo &” = ¢ si ha Yequazione di secondo grado in #

F=2zt—1=0

Z=senw = - dz=é€*—¢€" — 2ze" =M — |

che ha le soluzioni:

t=jzt V=2 +1
M=t=jz+ VI—2

Ricordando che:

passando ai logaritmi si ha:
w = arcsenz = :—log(jz +v'1-7)

In modo analogo si ottiene

log(z£jV1—2)
i

arccosz =
1 1+j

arctgz = Tj-IOg_l_-—_;z_
Funzioni iperboliche inverse
Se z = Shwsiha:

w = SettShz

Per ricavare w dalla relazione z = Shw si procede nel seguente modeo:

wo__ W

z=Shw=% 2e - 2z=¢" —¢" — "—2z2"—-1=0

Ponendo &* = ¢ i ottiene 'equazione di secondo grado in ¢

F—2z—1=0
che ha le soluzioni:
==zt VA+1
¢ passando ai logaritmi si ottiene:
w = SettShz = log(z = \/?-F—l)
Analogamente si oftiene:
SettChz = log(z £ VZ — 1)

14z
1—=

Sett Thz = % log
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3.2.- Funzioni monodrome e polidrome

La funzione w = f(z) pud essere definita in tutto il piano complesso, o in un’area o in
una linea; nel caso dell'area si parla di regione R avente contorno C e la regione si dice
aperta quando non comprende il suo contorno mentre si dice chiusa quando lo com-
prende. La funzione f(z) & univoca o monodroma se ad ogni z corrisponde un solo valore
di w, & plurivoca o polidroma se ad ogni valore di z corrispondono due o pit valori di w.

I polinomi ¢ la funzione esponenziale (¢ quindi le funzioni trigonometriche e le iperbo-
liche, che sono combinazioni lineari di esponenziali) sono monodrome mentre la funzione
logaritmica (e quindi le funzioni inverse delle trigonometriche e delle iperboliche) & poli-
droma a infiniti valori.

Esempi.
45. Lafunzione w =2 ¢ definita in tutto il piano complesso.
Siccome z = x + jy = |z] €®**" dove k = 0, £ 1, £ 2, ..., si ha:

= ’zlsej(mwkw) = —— i — . .
a cui corrisponde, per l

ogni k, uno stesso vettore i3 Iz

w che ha modulo |z|* ¢ : a0

argomento 36; la {un- e ’
zione z° & monodroma. ol Fig.3.2.1

1
46. Lafunzione w =z’ &definitain tuttoil piano complesso; si ha:

I L0 ke — .
Y Y 3 E
w=zt=|z1%e T i
Per k=0, 1, 2 si hanno i | ;
seguenti corrispondenti valori | 2L
q 3 o
di w: W.\f W
L .8 : My
L0 ; — |
wo=lz|% e ? e\ /19
L3
wi=1{z| e
1 {8, 4
3E+5) W
wr=|z| e

¢ i vettori di fig. 3.2.2. Fig.3.2.2

Siccome per tutti gli altri valori di &, che sono k = —1, —2, £3, +4, ..., w assume
sempre uno dei tre valori wo, w1, wa, si pud affermare che Ia funzione ' & polidroma
a tre valori; non ci occuperemo di tale tipo di funzione; ¢i limitiamo solo ad affermare
che se si fissa un particolare valore di & si ottiene una funzione monodroma che, nel
nostro esempio, pud essere una qualungue delie tre.

3.3.- Funzione monodroma nella forma w = u + jv
Se nella funzione w = f{z) si sostituisce la z con x + jy si ottiene 1'espressione:

w = f(2) = flx + jy) = u(x, y) + jv(x,)
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in quanto le operazioni di somma, prodotto, potenza, ecc. sui numeri complessi hanno
come 3nsultato un numero complesso. Come esempio troviamo la u e la v per le funzioni
w=2z e w=senz

w=z = x4+ =x —jy3 + 3xty — Z‘;Jt:y2 =(x'— 3xy2) +j(x’y — y3)
u=x — Ixy’
T il

2 2j

= 2
v=13xy—)’
w = senz — (" — ey =

I .
= 2—j[e"(cosx +jsenx) — & (cosx — jsenx)] =

= ?lj“[(e1 — ¢Yeosx + j{e” + ¢ysenx] =

_ e+ el —¢&
=5 seax—j—— —cosx
_e+e”
us—7p senx = Chy senx
e}‘_ S
v=—26 cosx = Shy cosx

3.4.- Limite e continuiti di una funzione monodroma

La definizione di limite di una funzione monodroma ed i relativi teoremi seno del tutto
analoghi a quelli validi per il campo reale. Sottoli-
neiamo che la funzione f(z) ha limite finito nel pun-
to Zo = Xo T jyo se allinterno dei cerchi con cen-
trovin Polew, vo) & raggio &, la differenza |f(z) — £
tende a zero quando & - 0] in sltre parole, qua-
lungue sia la direzione con cul = tende a2y, pit z si
avvicing a 2, pid f{z) si avvicing » 1.

Siccome poi z — zo significa x —~ xpe y — 3,
si ha:

Yo

0

lim f(z) = lim [u(x,y) + jv(x, )] =
Z—Zn X Xo
Y=t Fig. 3.4.1
‘ Anche la definizione di continuita & analoga a quella del campo reale: la funzione f(z)
€ coniinua in 7o se ¢ definita in zq ¢ se il suo limite per z — 2o & f(z0); ci6 che qui interessa &
chie se flz) & continua in 7o, le funzioni u(x, y) € v(x, ) sono continue in Py(x0, yo) e cioé st ha:
hm u(x,7) = ulxo,y0) € lim  wx,y) = vxo, ¥o)
X Xo XX
Y= y=ro

Viceversa: se le funzioni u ¢ v, scelte arbitrariamente, sono continue in Po{x0, yo), la
{unzione complessa

fAy=u+jv

¢ continua in zg = xo + jvo.
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3.5,- Derivata di una funzione monodroma

La funzione f(z) sia definita nella regione R. La derivata f'(z0) nel punto zo interno
a R ¢ definita come il seguente limite:

. + Az) —

Nel caso pit generale questo limite assume valori differenti a seconda delia direzione
di Az = Ax + jAy; vediamo due casi particolari:
a) Az parallelo all’asse x (vedi fig. 3.5.1).

flzo + Ax) — flzo) _

flzo)= kiﬂ_'o Ax
=i [u(xo + Ax, yo) — u(xo, yo) i v(xo + Ax, yo)} — v(x0, 70 | _
Al Ax . Ax
_Ou v
ox ! ox
dove le derivate sono caleolate in (xo, yo)
i _____ - & . _. l.fl Hr= .II&H'
! fiTrE | |
b 44 r/’laz_z‘ i u |
ol : l ‘ ol x l
Fig. 3.5.1 Fig. 3.5.2

b) Az parallelo all’asse y (vedi fig. 3.5.2).
o [t AY) =l ye) | Yompe+ AN = V)]
Fley=im, [ Ay : Ay
=L(6u ov) By | Ou

3y Tay) Ty oy
dove le derivate sono calcolate in (xoyo).
Affinché ie due derivate coincidano, cioé si abbia:
Bu , . 0v By . Ou
o oy oy
devono essere uguali ie loro parti reali e e loro parti immaginarie:

Bu_bv  Bu_ B
dx 9y oy Ox

1l regionamento pud cssere esteso al caso di una generica direzione A secondo la quale
vengn calcolata |a derivata della funzione, pervenendo alla conclusione che se per la fun-

zione fiz) = ulx,1) + jv(x, ¥} valgono le equazioni di Cauchy-Riemann:

fu_ v  Ou__0Ov
bx Oy oy Ox
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il valore della derivata & indipendente dalla direzione, cioé & unico; esso & dato da una qual-
sivoglia delle espressioni gid trovate in a) e b):

du dv ov Ou
HN=—+j— =——j—
F @ ox Vax f@) > oy
Due funzioni # ¢ v soddisfacenti le equazioni di Cauchy-Riemann sono dette
coniugalte.

3.6.- Funzioni analitiche

Una funzione f(z) monodroma in una regione R del piano complesso & detta analitica
o regolare o olomorfa in R se la sua derivata f(z} ¢ continua e indipendente dalla direzione
secondo la quale Az — 0.

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione f(z) = u(x,y) + jux, ) sia
analitica in R & che u(x, ¥} ¢ v(x,y) abbiano derivate parziali continue e soddisfacenti le
equazioni di Cauchy-Riemann:

Bu v Ou__ Oy
ox Oy oy Ox

Nei seguenti esetnpi stabiliremo la analiticitd o non di alcune funzioni: si deve
calcolare la u(x,y) e la v(x,y) e verificare s¢ esse soddisfano o meno le equazioni di
Cauchy-Riemann,

[3.6.1}

7. w=7
Abbiamo gid visto al §2.3 che 1 = x* — Jxy’ e v = 3x’y — )~
Essendo:
Bu _ . __ Ov ou _ v
ox =3 -3 = oy oy bxy = ox

ia funzione ¢ analitica in tutto il piano z.

48. w=senz

Sempre al §2.3 abbiamo visto che u = Chy senxe v = Shy cos x.

Essendo:
Ou _ v du _ L ize v
ax—Chycosx- 0 3y =Shysenx= ox
la funzione & analitica in tutto il piano z.
z
49. = .
YT j
La funzione & definita in tutto il piano z escluso il punto z = —j. Si ha:
__xtjy G- &y )
x+ijp+ 1 Py +1+2y Fty+1+2y
X+t —X

T Aty VT Ayt ity
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Poiché:

Bu _ 2xy + 2x _ ov Bu _ —X+W+y+1_ v
B  (FH+y+1+m)7 By 8y (F+y+1+2) Bx
la funzione ¢ analitica in tutti i punti di definizione.

5. w=¢"
La funzione ¢ definita in tutto il piano z. Si ha:
& = Tty = € 7 (cos2xy + jsen 2xy)
u=e‘;ﬁyzcos2xy v=e”z_”zscn2xy

Ou g P _ oy
ks s 2xcosdxy — e* T¥ - 2psendxy = B
_Bu =—6‘27”1-2yc0s2xy—-e’?”’z-2xscn2xy= —-'a-!-
oy ox

La funzione ¢ quindi analitica in tutto il piano z.

5. w=1z|z|
La funzione é definita in tutto il piano z. Si ha:
w=x \/;i+—y2 + iy \/FTyT
2
%: \/m +————r%z_#—g}‘i= \/m-{_——,xzy-l'—yz
Bu _ xy “ v — xy
Ve R Ox Vit

La funzione ¢ quindi non-analitica in tutto il piano z.

3.7.- Derivata di una fimzione analitica
Abbiamo visto che la derivata di una funzione analitica Sf(z) = u+ jv non dipende
dalla direzione di dz; scegliendo le due direzioni particolari dz = dx ¢ dz = jdy si ottiene
dfiz) _ dfiz) _ d_ - dftz) _ _d =4 .
dz dx dx @+ jv) dz  jady (+ = dy v =i

Con i seguenti esempi facciamo vedere che si pué ottenere lo stesso risuliato deri-
vando rispetto a z con Ie gid note regole di derivazione del campo reale & spstituendo, nel-
Tespressione cosi ottenuta, z con x + jy. Utilizzando risultati precedenti si ha:

52. w=7
o iy = B o o
dz—-dx(u+jv)—ax+1 ax—3x 3y° + Gjxy
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dw d 8 ov f Oou 2 2 o
Ll 3x" =3y + 6jxy
d

d—"’=3z2 = 3(x + ) = 3(F + 2xy — 1)) = 357 — B + 6ixy
Z

53. w=senz=Chysenx + jShycosx

‘;—j = d;‘:(u-l-jv) = Chycosx —jShysenx
-4;- = -}-(v —ju) =Chycosx — jShysenx
z id
dw _ d & te” 1 n o wee _
—_—— =] = — =+ =
iz = (senz) = cosz 5 ) (¢ ef 1)
= %[e"’(cosx + jsenx) + &’ (cosx — jsenx)] =
= %[(e” + eM)cosx — j(e¥ — e”)senx] = Chycosx — jShysenx
54. w=logz
La funzione & polidroma a infiniti rami dati da & = 0, &1, £2, ... ; la derivata non

dipende da k ed ¢ unica.
w=logz = log |z} +j(8 + 2kn) =logVx* + )" +]j (arctg%‘i- 2k1r)
dw _

d , 1 2x . ( L)_ x—jy
=—(u+ijv)= +j =53 |7 SangeeT
dz dx (u+jv) \/x2+y2 2\/x2+y2 ]+£— X x+y

1

dw_d(__.)__ x -r 1 2y __,\:2—jy2
dz  dy - 1+ ¥ VE+y 2V X gt
“—
x .

daw _ 1 _ x—jy

dz z x+ )

3.8.- Determinazione della funzione coniugata di una data funzione

Abbiamo visto che in una funzione analitica f{z) = u + jv, la u# e la v hanno derivate
parziali continue che soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann;

Ou ov

ot A 38.1

0x oy [ ]
ou ov

L Lo A 3.8.2

ay ox L !
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Ora facciamo vedere chela u e 1a v sono funzioni armoniche, ciot soddisfano 'equazione di

Laplace:
u | u v | v
T Y e tar =0

Infatti se deriviamo la {3.8.1] rispetto a x ¢ la [3.8.2] rispetto a y si ottiene:
Fu _ v u _ _ B
3x*  axdy 3y’ Oy ox

¢ sommando si ha:

Du | u
EraRir el
. . 8y _ %
perché per le derivate miste si ha Bxdy _ Bydx-

In modo analogo, derivando la[3.8. 1] rispetto a y ¢ 1a[3.8.2] rispetto a x e sommando,
si ottiene:

v | v _
Y + By’ =0

Dalle equazioni [3.8.1] e [3.8.2] discende che per oltencre una funzione analitica si pud
scegliere ad arbitrio la sola parte reale , o la sola parte immaginaria v, ¢ determinare

l'altra. Seelta, per esempio, ad arbitrio la u, naturalmente armonica, vediamo come si
determinala v, 1) differenziale totale della v é:

e per le [3.8.1] ¢ [3.8.2]:

_ du Ou
dv = By dx + O dy

I secondo membro & un differenziale esatio. Infatti, ricordando che un differenziale
Adx + Bdy & esatto guando

a_A _ -a_B
gy  9x
. Ou _fu
ponendo 4 = 3y e B= By 5 ha:
_a_(_ ﬁ) __Ou i(a_u) _ O
oy ay oy’ Ox \Ox Bx*
. — u _ 8u bl !
siccome la u ¢ armonica si ha — —— = —-; quindi il differenziale al secondo membro &
esatto 9 ox
Integrando ambe i membri lungo una linea di estremi (x0, yo) e (x, y), si ha:
(x ¥}
il ou Ou )
v(x, ) — v(xo, yo) = b ( % dx + o
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. . ]
relazione che definisce la funzione v a meno di una costante ().

Determiniamo I’'armonicita e 'eventueale funzione coniugata delle seguenti funzioni:

5. u=22xy+3int—-2"

2
du 2 Ou _
2
du _ —g?  OE g2
—5;-—-21"'61}7 6}' ay2

a u u %0
La u non ¢ armonica perché s + B—yr

Non esiste quindi ia sua coniugata.

56. u=Iy+2’'—py -2/

2
B Ou _
—a%=6xy+4x N =6y t+4

Vi
Qu _ .2 392 4 au=—6y—4
—-ay—3x 3y ¥y ayi

. u u "o
La u ¢ armonica perché W + a_y" =
La sua coniugata ¢ data da:
(x. )

x5
— Ju ou —
e =t1= o+ [ ot T

{xo0, yo) (z,
(x,yo} {x, )
32 ; +4x)dy =
—a+ 3B et f G+ a0 dy
3 2 +
= + [ % + 3pix + 4ox — (—x0’ + Ivo’xe + dpoxa)]
ol + [3x)* + 4xy — (Bxy” + dxyo)] =

=—X+3g  +dxy+e¢ Tx
Un altro metodo per trovare v & il seguente. de=10, dr=0
Daila [3.8.2] si ha: - ::: : E -
av _ ou _ 2 —
e E SRR Fig. 3.8.1.- Cammino di integrazione.
(X, ) = _aa“ dx =—x + 3xy* + dxy + 1)
’ y
Analogamente, dalla [3.8.1], si ha:
L DT 6xy +4x — vx,y) =3xy +dxy + folx)
gy ox

i1] 5i Heordi che per inteprare un differenyiale esatto si pud scegliere ad arbitrio il cammino di inte-
grazione {¢fr, P21, Mntegraki curvilingd ¢ mdtiphi, §1.10).
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Affinché le due espressioni di v(x, ¥) ottenute siano uguali si deve scegliere: 3.9.- Integrazione
fx)=—x e fip) =0 E definita in modo del tutto analogo all'integrale curvilineo in campo reale (1):
quindi: £f(z) dz a—-f[(u +jvi(dx +j dy) =_£(u dx ~ v dy) +j_’;(v dx + u dy)

V%) = 3x +dxy — X + ¢
ciog liniegrale curvilineo complesso si riduce al calcolo di due integrali curvilinei reali del,
tipo Jj (4 dx + B dy). Vediamo alcuni eserpi.

57. u=xé'cosy — ye'seny
i -

0 = 1 = = i - | LA

,5% = ¢ cosy + xe*cosy ~ ye*seny 58. Sef(z) = l,ciotu= lev=0,siha: / x._,}r:‘;

X Ji
faz={ dx+if dy=ta— 20—~y

d'u
a2 — € cosy+ ecosy + xecosy — yet sen y
n ciog _I; dz, che & la somma dei vettori infinitesimi (x ..r.]

ny Yo i

a—u = —xe"seny — ye*cos y — ¢ sen y dz ¢ dato dal vettore che unisce i punti estremi s

og della linea ¢ di integrazione. Fig. 3.9.1
% -
ST = xecosy— e"cosy + peseny — o » el !
dy o L L s R gy 59. Siccome |dz| = vV dx* + dy* = ds = lunghezza arco infinitesimo, si ha;
Lawéarmonica e la sua coniugata ¢ data da; j; |dz| = J; ds = I = lunghezza linea di integrazione
ov du

E:—E = =f(xe’scny+ye'cosy+e'seny)dx=
=senyfxe'dx+ycosyfe’dx+senyfe’dx=[.]=
= xe'seny + ye*cosy + £i(y)

60. Siccome il modulo di un integrale ¢ non maggiore dell'integrale del modulo si ha:
| A2 dz| < f 1n) dz < M[ds = mi

dv  du dove M & il massimo di |f(z}| su £.

E=H - v=f(e'cosy+xe"cosy--ye’seny)dyz
=9"f°°sydy+xe'fcosydy— elfysenydy:[z:':

61. Calcolare l'integrale

= xe*seny + ye'cosy + fi(x) § 2z

Assumendo fi(y) = fo{x) = 0 5i ha; G
v(x,7) = xe*seny + yecosy + ¢ g?::ggi g lea circonferenza di centro in zg e
Con I’altro metodo si ha: I vettori z — 2o hanno modulo ¢ e argo-

- mento 0 << 8 < 27; quindi si pud scrivere: ;

X, o, _ (x,3) 1 " . s o
V(x, ) = v(xo, o) + ———aau dx + f Du dy = o m= el — dz=jee” df 8

() O trm) OX ¢ sostituendo si ha:
= V(XD,,VD) + [xe‘ SEN Yo + e’yncosya — (xoeh sen yp + e:rayu COS}'O)] + dz i jgejﬂ dﬂ Fig. 3.9.2
Flxe"seny + e'ycosy — (xe*seny, + &yocos po)] = -£ z— zo =-£ ® 2w

= xe“seny + e*ycosy + ¢
| &1. Calcolare 'integrale _’; (= ~ P dz lungo la parabola y = 2x% tra P, ) e P2(2,8).

(") A meno della costante di integrazione & . | Svolgendo si ha:
[ —iAde=f(dax + 5 ay) + if -y dx + £y

fxe‘ dx = xe" --fe‘dx=xe’ — &
() A meno della costante di integrazione &: :

f yseny dy = = ycosy +f cosydy=—ycosy + seny (') Per quanto riguarda gli integrali curvilinei in campo reale cfr. P.21, Mrtegrali curvilinei e multipli.
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Essendo y = 2x° ¢ dy = 4x d¥x, sostituendo si ottiene:

j;zxzdx +J;24x'-4xdx—jf|24x‘dx +jJ;2x2-4xdx = —Sg—l—j%
Calcoliamo l'integrale L (= + 32) dz nei seguenti casi:
a) lungo il cerchio |z| = 2 tra P\(2,0) e P2(0, 2) in senso antiorario;
b) lungo il segmento che unisce Pr e Pa.
&+ e =[.[0 = ¥+ 30+ Quy + W) dz =
=fc(udx—vdy)+jfc(vdx+udy)=11+j1;

Osserviamo che essendo:

Bu _ Bv Bu
=Yy~ — —=2x+3=

dy = B Cpe B

h e I: sono integrali curvilinei dx differenziali esatti ¢ quindi non dipendono dal cam-
mino di integrazione ma solo dagli estremi. Posto d’(p = u dx — v dy si ha:

o B2 =2 el L
ax—u—x2 ¥y + 3x @ 3

32
% o y=may—y - == AW
oy
3y TR LT
Scegliendo fi(y) = —-—"2-)— e fa(x) = %- + — s ottiene:
x N Sx 3y’

= —_—— _—

@ 3 yx 2 1
ey 44

= ol .08 — _

qu“ldL Il —’[(.2.0) a4 ["0](2.0) 3

Posto diy = v dx + u dy si ha:
oy _

VSt - ¢ =xy + 3xy + /0
3
g_ill___ ==y +3x - l.l;=x2y—--y3—+3xy+ﬁ(x)
b -
Scegliendo fi(y) = Y ¢ fi(x) = 0 si ottiene:

3
=x2y-%—+3xy+(:z

©.2) 8
quindi: h=J  dw=[$]*?=-~

@0 @0 3
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44 §= - . 4
e l'integrale richiesto vale -3 = = 3 qualungue sia il cammino d’'integrazione,

quindi anche se calcolato lungo il segmento P P;.

3.10.- Teorema di Cauchy

Per una funzione f(z), analitica nella regione chiusa R semplicemente connessa e di
contorno €, l'integrale curvilineo esteso al contorno ¢ nullo; si ha cioé:

f__f(z) dz =0

Abbiamo visto che in generale si ha:
$ fydz=$ warx — vay) +i$, vax + udy)

Applicando la formula di Green (cfr. P.21, Integrali curvifinei e multipli, §2.5) ai due inte-
grali reali si ha:

$ vax+uay ﬂ )dxdy

Ma per la f(z), che & analitica per ipotesi, val- |

gono le equazioni di Cauchy-Riemann: | 4y i
Bu _ v |
dx By
a_u __ 8v o i
oy C Bx Fig. 3.10.1

che annuilano gli integrali doppi ¢ di conseguenza anche quelli curvilinei, per cui:

§ Anaz=0

Ricordiamo che le formule di Green valgono per senso antiorario di percorrenza del
contorno,

Se la regione R & doppiamente connessa vuoi ad anello o a corona cisi pud ridurre al
caso precedente nel seguente modo: la regione R & composta dalie linee C; e C; e dalla su-
perficie compresa tra esse. Mediante le linee
AA'e BE dividiamo la regione R in due parti
semplicemente connesse e aventi i contorni
L= AA'D'BEBDe b, = A'AEBBE

Per il teorema di Cauchy si pud scrivere
(tralasciando la funzione integranda):

fh ZLA' + A'DE + BB + BnA =0

f;; =L’A +LEB + ag it BEA =0

Fig. 3.10.2
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[L'D’H‘ +'[EE'A'] W ['[BDA +LEB]: J;z i Lu =0

dove C) ¢ percorso in senso antiorario ¢ C; in senso orario; assumendo il senso antiorario
per entrambi i contorni (se si cambia il senso 'integrale cambia segno) si ha:

L=,

Se la regione & triplicemente connessa la si riduce a due semplicemente connesse con
tre linee o tagli 44’, DE, GH, come indicato nella fig. 3.10.3.

Ricordando che f = f e f = —J. .. sommando ¢ raccogliendo si ottiene:
A A'd - JBg g8

[3.10.1}

Fig, 3.10.3
Procedendo in modo analogo i conclude che:

forfo+l=0

se Cy antiorario ¢ C; e C; orari; oppure

]

s¢ si assumono antiorari tutti i sensi di percorrenza,

In altre parole, assumendo tutti i sensi di percorrenza antiorari, l'integrale esteso al
contorno esterno ¢ uguale alla somma di quelli estesi ai contorni interni.

64. Calcoliamo lintegrale
-(ﬁc (z~— z0)" dz

dove n ¢ intero positivo o nullo, zp costante e C una linea semplice chiusa.

+/ [3.10.2]

2 1

Siccome la funzione (z — z0)" & un polinomio, quindi analitica in tutto il piano com-
plesso, l'integrale & nullo per il teorema del presente paragrafo.

65. Calcoliamo lintegrale

§ d dz
c 2 2

nei due casi:

a) il punto z; & esterno alla regione limitata dalia linea € semplice chiusa;
b) il punto 2o ¢ interno alla regione limitata dalla linea C semplice chiusa.
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Nel primo caso (vedi fig. 3.10.4) (z‘ — zo}
non si annulla mai nella regione chiusa di
contorno C e quindi la funzione inte-

granda
1
Z— Zp
in detta regione ¢ analitica; ne consegue H
che: X
1 i
fé =p, (3= Fig. 3.10.4

Nel secondo caso (vedi fig. 3.10.5) 1a funzione inte-
granda ¢ analitica in tucti i punti de_lla regione
chiusa ad eccezione del punto zo, quindi:

§ ! dz#0
c 2 Zo

Per calcolarne il valore consideriamo un cerchio di
circonferenza Ci, centro in zo, raggio € ¢ interno a
C (cid & sempre possibile perché zo & interno a C);
la superficie compresa tra i contorni C ¢ C costi-
tuisce una regione doppiamente connessa nclla

o

Fig. 3.10.5

quale la funzione ¢ analitica; per il teorema di Cauchy, ricordando il risul-
-

tato dell’esempio 61, si ha:

[FrafApamm
c 2 Zo o, £ 20
66. Calcoliamo Fintegrale
1
P — =213,..
f: =z dz n=2

Se zo & esterno a C I'integrale & nullo perché la funzione integranda & analitica nella re-
gione chiusa di contoerno C. . ) |
Se zp ¢ interno a C, tenendo presente che sulla circonferenza G (vedi fig. 3.10.5) si ha:

z—z=e — (z—z2) =€ ¢ dz=je’db
per il teorema di Cauchy si ottiene:

o, - . 27
f dz _f dz =f ]eéﬂ.dﬂ _ J-lf 0 g —
c Z=2z)" Jo z—zf Jy & € Jy

j ejﬂ(l—n} '|21r_ 1
= [j(l —nle Q-

It

(erer*n) n ]) = 0

€
Zikr —

perché ¢
Concludendo, i risultati degli esempi 65 e 66 ci permettono di affermare che lintegrale
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— 1
L (z— =z)' dz

vale 2mmj pern = — 1 e zp interno a C; in tutti gli altri casi vale zero.

n=0=1,+2, ..

3.11.- Formula di Cauchy

Con la funzione f{z} analitica nella regione R, chiusa, semplicemente connessa di con-
torno C costruiamo la funzione

f(2)

2 Z
dove z & un punto interno alla regione. Si hanno due casi:

fiz)
(Z — Zi
@,
c (z— z)
J(z)
Z == 2
tenuta da R con l'esclusione del punto zi. Se realiz-
zlamo tale esclusione con una circonferenza C, di

centro in z e raggio € piccolo a piacere, la A

g — Zj
risulta analitica nella regione chiusa doppiamente
connessa di contorne esterno C e di contorno interno
Ci in cui ¢ applicabile il teorema di Cauchy che per-

mette di scrivere (cfr. [3.10.1]):

§ f@Ddz _f fz)dr Bt
e Z— Zi o, 2T Zi

Siccome f(z) = f(z) + f(z) — f(z) (3 sostituendo e ricordando chef dz = 2mj

a) selaf(z) hawno zeroinz; (") la
teorema di Cauchy si ha:

¢ analitica nella regione chiusa e quindi per il

b) se la f(z) non ha uno zero in z, la ¢ analitica in tutta la regione chiusa R ot-

Fig. 3.11.1

(cfr. es. 61) si ha: e, 27 Zi
W.CRP S S WO W
c Z—Z ¢ £ Z a Z)—" ;]
= Ymflz) + P LDSED [3.1L1]
Lo T

Dimostriamo che I'uitimo integrale ¢ nulio per € — 0. Indicando con M il massimo di
A2 — A(z)| su €y, siccome € = |z — z|, si ha:

f(2) — fiz) dz’ <p VA=S@) L M

G zZ— @& |z — 2 € Jg

() Ciot ¢ fiz) = (z — z) 5(2).

(®} Sinoliche f(z) ¢ unacostante.

ds = %21‘!’6 =2a M
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Ma per ¢ = 0 M — 0 perché la circonferenza C: tende al suo centro, la f{(z) su C
tende a f(z;) ¢ quindi il massimo di [f{z) — f(z;)] tende a zero.
Dalla [3.11.1] si ricava:

1
Sz =—— S dz [3.11.2])
2miJe z—z
che permette di calcolare i valori che una funzione analitica assume all'interno della sua re-
gione di definizione mediante i valori che essa assume sul contorno,

Indicando con z il generico punto interno e con z¢ il generico punto sul contorno, la

[3.11.2] diventa la formula di Cauchy:

1 Z

fo) = —— LDy,

2w Jozc— 2

[3.11.3]

Si osservi che la funzione integranda & analitica nella regione aperta perché in essa é
(ze — 2) # 0 (zc ¢ sul contorno € z no); si pud quindi derivare sotto il segno di integrale
rispetto a z ottenendo:

1§ fe

27 T (e — 2 °°

g =

Con lo stesso ragionamento si arriva ad affermare che nella regione aperia esistono le
derivate di tutti gli ordini; per 'ordine # si ha:

£ =2

fzd)
57 o Go— 27 T €

atl

Quanto detto per una regione semplicemente connessa pud essere esteso ad una re-
gione R molieplicemente connessa, tenendo conto che il conterno di integrazione C'¢ costi-
tuito da tutti i contorni percorsi nel verse col quale fa regione rimane a sinistra.

Conclusione: una funzione f{z) analitica in una regione chiusa & defi-
nita dai suoi valori sul contorno e ammette la derivata di
tutti gli ordini nei punti interni cio¢ nella regione aperta.

3.12.- Principio di massimo

Se f(z) & una funzione analitica neila regione chiusa R di contorno C, il massimo del
modulo di f(z) si ha in un punto del contorno,

Indicando con # un intero positivo, alla funzione g(z} = [f(z)]" si pud applicare la
formula di Cauchy che diventa:

1 § I I 95 (ol
C 2"] C

2mj Zc— 2 Zc—z

gl2) =LY =

Indicando con M il massimo di {f(z)| sul contorno € con & la minima distanza |zc ~ z
tra il punto z e il contomno C, e ricordando che

$.1dz| = [ ds

& la lunghezza [ del contorno C, si ha:
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i
n

el o M - (,)
¢ lze — z| Fdzl""g-,-,.- & ! If(ZC)l\M_ZmS

rel
@I < 5

Al tendere di n all'infinito si ha;
f@alsM

cioé il modulo della funzione nei punti interni ¢ minore o uguale al massimo del modulo
sul contorno. ‘

- = T -

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZ1

4 - SERIE IN CAMPO COMPLESSO

4.1.- Serie a termini complessi
Una seric a termini complessi & del tipo

nzl (@ + jbo) = (a1 + jbr) + (@2 + b)) + ... = 2 2 ibn

Per definizione tale serie & convergente se la somma parziale n-esima
Z=@tat. . ta)tjbi+ b+ ..+ b)) =50+ s
ha limite finito per n — .

oD )
E chiaro che se sono convergenti le due serie a termini reali Z: an € 21 b,, indican-
n= n=

do con A e B le rispettive somme, la serie ZI (as + jbu) & convergente perché

lim s.,—hm (5'n 1 ") ila,,+j ilbn=A-i-jB

n—+ oo
Viceversa, se la serie
2 (@ + jbn) f4.1.1]

]
¢ convergente € ha somma 4 + B, le serie ZI a e E b convergono rispettivamente

ad A4 e B. Infatti dalla convergenza della [4.1.1] 51 ha che fissato e > 0 piccolo a piacere, si
pud determinare un N tale che per tutti gli # > N, risulta verificata la relazione:

h+js) — (4 +iBl <e = V(h— AV + (7 — B <e

da cui chiaramente

o — Al <e e [~ B <¢

che sono le condizioni di convergenza della Zl a, ad A edella 21 by a B

CONVERGENZA ASSOLUTA

Sappiamo che una serie & assolutamente convergente quando & convergente la serie
dei suoi moduli. La seric dei moduli della [4.1.1] ¢ data da:

S a=Veartoi+Valt bl t o+ Va T b+ ..

Dimostriamo che se la[4.1.1] & assolutamente convergente sono convergenti anche le serie

ZI an C il bn.

n=
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Infatti, essendo
laal € Va' + 85 =¢n € |bal <en

il criterio del confronto dimostra ’assunto.

CRITERIO GENERALE DI CONVERGENZA Dt CAUCHY

L’enunciato, del tuito analogo a quello valido in campo reale, ¢ espresso dalla for-
mula:

ntr
k=§+ l(ak + 'lbk) <e

4,2.- Serie di funzioni
DEFINIZIONE E CONVERGENZA

Una serie di funzioni si presenta nella forma:

é‘. D ) e [4.2.1]

dove z == x + jy e le funzioni sono definite su una linea o in una superficie.

E chiaro che nel punto z1 = x; + jy, la [4.2.1] si riduce 2 una serie di termini com-
plessi del tipo 3, (a» + jbn) che pud essere convergente o divergente. Se la[4.2.1] & conver-
gente in tuitl 1 punti di definizione della funzione w(z), si dice che & convergente in tale re-
gione.

CONVERGENZA UNIFORME
L’enunciato, analogo a quello valido nel campo reale, ¢ espresso dalle relazioni:

n+r
E lug(z)

k=n+

<e | Ra|l = |S(z) — sa(2)| < €

CRITERIO DI UNIFORME CONVERGENZA D1 WEIERSTRASS

Tale criterio, che & anche criterio di assoluta convergenza (cfr. §1.5}, & valido in tutta
1a regione in cui si ha:
|u(2)] = o

CONTINUITA DELLA SOMMA E INTEGRABILITA TERMINE A TERMINE

Se le funzioni w(z) sono continue nella regione di definizione e se in essa la serie
[4.2.1] & uniformemente convergente, anche la somma della serie risulta contimia in tale re-
gione e integrabile termine a termine lungo una linea appartenente aila regione.

TEOREMA DI WEIERSTRASS PER LA DERIVABILITA DELLE SERIE DI FUNZIONI ANALITICHE
Esso afferma: una serie

é‘.l ul(2) [4.2.2]

in cui le funzioni u«(z) siano analitiche in una regione chiusa di contorno C e che sia unifor-
memente convergente sul contorno C, risulta uniformemente convergente nella regione
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chiusa e ha per somma una funzione che nei punti interni della regione & analitica e deriva-
bile termine a termine un numero qualunque di volte.
Dall’ipotesi di uniforme convergenza sul contorno, risulta che, per r qualunque ma fi-
nito, si ha:
ntr

ntr
Siccome la somma . Zﬂuk(z) delle r funzioni analitiche & una funzione analitica ¢ ha
=n

quindi il suo massimo sul contorno (principio di massimo, §3.12), per un punto z interno
alla regione si ha:
n:s:r <
uz €
1k=n+l k( )
cioe la serie [4.2.2] & uniformemente convergente anche nei punti interni e quindi nella re-

gione chiusa,
Indicando con S{zc) la somma della [4.2.2] sul contorno e moltiplicandone tutti i ter-

ntr
= wx(z
= ‘k=§+l zc)

. ol a0 L
mini per R si ottiene la seguente serie:
Sze)  _ _ w(zd + uazc)
2mj(zc — 2) 2mi(ze—2)  2mj(zc—2)

che & anch’essa uniformemente convergente sul contorno (il termine (zc — z) € costante e
diverso da zero per ogni z interno) e quindi integrabile termine a termine per cui si ha:

%f&d2c=%fﬂdm + ..
2mj Jo zc— z 2mj Je zc— z
Siccome per gli integrali del secondo membro ¢ applicabile la formula di Cauchy (cfr.
[3.11.3]) si ha:
1 S8(zc)

| ———dzc= 4.2,

2 Je ze — z dze = wui(z) + wiz) + [4.2.3]
Poiché la serie a secondo membro & uniformemente convergente nella regione chiusa, la

sua somma S(z) & continua; non possiamo ancora affermare che & analitica; per farlo osser-
viamo che la [4.2.3] si pud scrivere

—_1 [ S
SO =2 de 2e— 2 €

e che la funzione integranda (e quindi anche la S(z)) ¢ derivabile quanto si vuole; ma se la
S(z) ammette le derivate di ogni ordine ¢ analitica.
Rimane da dimostrare che la serie

oo
S@ = 3. w2
¢ derivabile termine a termine quanto si vuole.
n! L
—27rj e si ottie-
ne una serie integrabile termine a termine che permette di scrivere:

Moltiplicando tutti i termini della serie 8(zc) = kzl ui(zc) per
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n! f S(zc) dzc n! f ui(ze) n! t:{zc)

2 T = o T dzct—— | —— ==t
mide ze— 2T e e— 2T T 2 e e — 2 Gt
da cui per la formula di Cauchy si ottiene la relazione tra le derivate di ordine n:

Sz = w™(2) + w"z) + ..

4.3.- Serie di potenze
Una serie di polenze si presenta nella forma:

"}:io alz = B = a0+ ar(z — b) + @z — b + .. [4.3.1]

Data la grande analogia con le serie reali ci imitiamo ad enunciarne le proprietd,

Per il tearema di Abel (cfr. §2.1), s¢ la serie & convergente in un punto z =z, essa das-
solutamente e uniformemente convergente in un cerchio, compresa In sua circonferenza, di
centro in b e raggio p < [zo — b|; se invece & divergente in un punto z = 2, essa & diver-
Bente in tutti i punti esterni al cerchio di centro in & ¢ rggio R = |z — &),

Li circonferenza di raggio R & detta circonferenza di convergenza ed 8 raggio di con-
vergenza defln serie di potenze; il cérchio delimitato dalla circonferenza di raggio R ¢ detto
cerchio di convergenza della serie. Nei punti ad esso esterni 1a [4.3.1] & divergeate: nei punti
interni la [4.3.1] & convergente; per i punti sulla circonferenza di raggio & non 51 pud affer-
mare nulia in generale: la serie pud essere convergente in tutt | punti, divergente in tutti,
cotivergente in alcuni e divergente inaltrd,

Esempi,
6. ). 2i
=1 B

Per il criterio del rapporto si ha;
: "y n Y
lim ‘——zhm _— )iz = |z

new L+ 2 ale\mt1 2=

e quindi la seric converge per |z] << |, diverge per |2] > 1. 1l suo cerchio di conver-
genza ha percid raggio R = |: ma per = = 1 la serie diventa la serie armonica genera-
}izm.ta_ con p = 3 che, come sappiamo, & convergente. [n definitiva la serie converge
I tutti | punti del cerchio di convergensa, contorno compresa,

6. 3

Per il eriterio del rapporto si ha:
| |n+ 1

lim = |z
um |z|

Se ne deduce quindi che la serie (geometrica) ha raggio di convergenza R = |.
Vediamo cosa succede sul contorno, cioé sulia circonferenza z = ¢°. Si ha:

lim z"=1lim &™#0 perqualunque 8

n— = n—oe
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€ quindi la serie geometrica non converge in alcun punto della circonferenza di raggio
R = 1. In particolare si pud vedere che per z = | la serie diverge, per z = — 1, la serie
¢ indeterminata.

69. n;"

Con il criterio del rapporto si pud vedere che la serie ha raggio di convergenza R = 1.
Per z = 1 la seric diventa la serie armonica che & diverpente, mentre per z = — [ di-
venta la serie armonica a segni alterni che é convergente. Quindi sulla circonferenza
di convergenza la serie pud essere sia convergente che divergente. i

| M

Come casi particolari si pud avere R = 0 (in tal caso la seric ¢ convergente solo per
z = b)e R = oo (in tal caso la serie & assolutamente convergente in tutto il piano e unifor-
memente convergente in ogni cerchio di centro b).

La serie puo essere integrata termine a termine allinterno del cerchio di convergenza
perché, per il teorema di Abel, & uniformemente convergente all’interno di tale cerchio.

All'interno del cerchio di convergenza la serie, per il tcorema di Weierstrass, ha per
somma una funzione analitica ¢ ammette la derivazione termine a terring, un numerec
qualungue di volte e lasciando inalterato il raggio di convergenza.

4.4.- Esercizi proposti.

70. Dimostrare che la serie | 4 az + @’z* + ... converge uniformemente a

In tuttii punti interni al cerchio di raggio R = m

1 —az

71. Determinare la convergenza asscluta e uniforme della serie:
z ,z3—2 , z3—2} |, 23—z
== +-
CR T

71. Data la serie Zﬂ — (" + """} determinarpe:

a) laconvergenza e la somma,
b} la convergenza assoluta;
¢) laconvergenza uniforme.

1
+
a) laconvergenza e la somma;

b) laconvergenza assoluta;
c) laconvergenza uniforme.

73. Data laserie Z determinarne:
n=1

. 4 ) N CA )
74. Determinare la regione di convergenza della serie Z; it Dint2

. 5. N B 1y
75. Determinare la regione di convergenza della serie T ( ; i ] )
/ ;

n=
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77,

78.

79.

80.

81.

82.

SERIE DI FUNZIONI — ESBRCIZI

- A n_m
Determinare la regione di convergenza della serie Z ( ,],)r :
=1 .
Determinare 1a regione di uniforme convergenza della serie Z —3..2_:’_ I

n=1
: . - v =)
Determinare la regione di uniforme convergenza della serie Z =
n
n=1
as

Determinare la regione di uniforme convergenza della serie Z m

n=1

; A .o /et
Determinare 1a regione di uniforme convergenza della serie Z ST

Determinare la somma della serie il n" per|z| < 1
s

Determinare la somma della serie EI n7 per |z} < 1.
=

Soluzioni degli esercizi proposti.

70.

71.

66

Ponendo az = ¢ la serie data diventa ia serie geometrica 3, f* che ha raggio di con-

vergenza K = 1. Quindi per {1| = [a| {z] < 1 ciog per |z] < ﬁ la serie & conver-

e per il teorema di Abel & uniformemente conver-

gente, ha per somma §=

gente.

1—az

Mettendo in evidenza il termine ~;— la serie si pud scrivere:
z 3—z  (3—3
3 [I + 3 + T 1

ed ¢ evidente che si annulla per z = 0. Osservando che i termini racchiusi allinterno

! - . e 3j—=z
delle parentesi quadrate costituiscono la serie geometrica di ragione che ¢ as-

solutamente convergente per |3 — z| < 3, la serie ha per somma:

M=y 3=z 33=3%z !
3 3

per tutti gli z che soddisfano 1a }3 — z| < 3; la serie
¢ quindi assolutamente convergente nei punti del
cerchio |3 — z| < 3 e nel punto z = 0 (fig. 4.4.1).

Siccome nel punto z = 0si ha ${(0) = 0 e in tutti gli
altri punti si ha 8(z) = 1, 1a somma S(z) ha un
punto di discontinuitd in z = 0 e quindi in qualun- Fig. 4.4.1
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que intorno che comprenda z = 0 la serie non ¢ uniformemente convergente. Nel
punti |3 — z| < 3 la somma S(z) ¢ continua; tale continuitd, da sola, non ci aulorizea
ad affermare che la serie ¢ in essi uniformemente convergente; siccome perd nei punt
|3 — 2| <3 ha

im |R)=hm 152 — s =lm [l — %

=== n—es =

31—z
3

si pud concludere che la serie data ¢ uniformemente convergente all'interno del sud-
detto cerchio,

=0

= lim
n—®

72, &) Sviluppando, la serie data diventa:
1+~ @+ +EE+H—- +H+..

Semplificando, ]a successione delle somme parziali di posto pari ha come termine
generale:

s(z) =1+ 2""!
¢ quella delle somme parziali di posto dispari ha come termine generale:

Smer(2) = 1 — 272

Per |z| < 1 la serie & convergente e ha per somma 5(z) = 1 perché (cfr. P.29, Serie
numeriche, §4.1):

lim sm(@=lm (+2")=1 ¢ lm sms(x)=lkm (1—-z"")=1
m—-= m—oc m—-oo n-—o9

b) Siccome la serie dei moduli &:

M4zl +z++ )2 +2+.K1+20z| + 202+ 2z + .. =
=142zl + |2 + [21*+ ...)

essa & assolutamente convergente per fz| < L.

f ¢) Per |z| < 1 la serie & uniformemente convergente perché
lim |Rs =1lim |8(z) —sulz)| =lim |1 — (1 £ 2"} =[l]=}jm [z|"=0
n—o n— n—w - GO

|
’ 73. Laserie data pud essere scritta nel seguente modo:
3 1
-1+ —
,,Zo 2+

ciot si tratta di una serie geometrica di ragione

1 ER
i 1.
o diminuita di

("} Nsegno+ dipeflde dal failo di considerare somme parziali di posto pari o di posto dispari.
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75.

Th.
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a) Essa & convergente per |z° + 1) > 1 ¢ ha per somma:

b 2
S(z)=—1+~~#l~—‘=*1+z;{]=zi2
S
€ per somina parziale:
E L]
'_[:3+t] Y R
==l T——?——r(ﬁ]
=7

b) La serie dei moduli ¢ la serie geometrica di ragione mancante del pri-

1
2 +1
mo termine (es50 non influisce sulla convergenza) per cui la seric data & assoluta-
mente convergente per |z° + 1| > 1.

c) La serie & uniformemente convergente per |z + 1| > 1 perché:

; : — 2+ 1( 1 ) —
Llll’lm | Rn| _Jl.,"llm | 8(z) — sa(z)| —Lll‘_l_'lm ‘T ey 0

Scriviamo la serie data nel seguente modo:

1 (= +jr
2 it Z (n+1){n+2)

=1
¢ applichiamo il criterio di Weierstrass (cfr. §1.5) usando come serie di confronto la

ot
. 1 .
Serie convergente 2k Si ha:

n=1
Iz + )"
(r+ Din+2)

la serie & quindi convergente perché assolutamente convergente nel cerchio (contorno
compreso) di centre —j £ raggio 1.

1 .
|en(z)| = <? per [z+j| =1

Scrivendo la serie nel seguente modo;

iL[ z+1 [
= iz

¢ applicando lo stesso procedimento dell’esercizio precedente si ha che la serie data &

1
<
s

convergente per

La serie dei moduli ¢ la serie esponenziale che converge per |z| qualunque (cfr. es. 9).
Dunque la serie data & convergente perché assolutamente convergente.

7.

78.

79.

80.

81.
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Poiché:
z z|"
3"+1 3

applichiamo il criterio di Weierstrass assumendo come serie di confronto la serie geo-
oo ”

n=1 3
mente convergente per |z| < 3,

metrica che & convergente per |z| < 3. Quindi la serie data ¢ uniforme-

. . 3 . . .
Per z = 3 la serie data diventa Z Ey che diverge perché il suo termine generale
n=]|
per n —~ % non tende a zero ma a uno. Quindi la regione di uniforme convergenza
non contiene la circonferenza di convergenza,

Applicando il criterio di Weierstrass, essendo:
lz —il* 1 . .
7 = - = [termine generale di serie convergente]

la serie & uniformemente convergente per |z — j| < 1, cioé in tutto il cerchio di con-
VETgenza, contorno compreso.

tﬂ
nt+1°

1 . . -
Ponendo z = - la serie data diventa Z
n=1

Applicando ii criterio di Weierstrass, essendo:

¥ ; < |¢|* = termine generale della seric geometrica, convergente per |¢| < I,

la serie data € uniformemente convergente nei punti }zf > 1.
Per z = 1 la serie data diviene la série armonica, che & divergente, quindi la regione di
uniforme convergenza non contiene la circonferenza di convergenza,

Per ogni z sono verificate le seguenti disuguaglianze:

a
n
v+ 1 <\/n+l€\/22n = \/i:z
n

-—
n + |z n n

=\/§_15-=
H4

= \/5 - [termine generale serie p convergente per p = % >1]

per il criterio di Weierstrass la serie data & uniformemente convergente per ogni z,

Tenendo presente il teorema di derivazione di una serie termine a termine (cfr. §§ 1.9,
2.7} si ha:

S =z pr=sy Lo i("“ ,.)=
El nz"—znginz —z; it 1) dlz

n=

69



SERIE DI FUNZIONT — ESERCIZI

d S o=, 4 [
=z l+n§Dz)—zdz( 1+

) z
1—z/ -2z

82. Peril teorema di derivazione di una serie si ha:
= = . - dz" — d(nz") d ( = )
2 — 2 L=t o -
7= £l = ( ) —yeiendli2) |, d_ (S
ngl " z n§I " nZ: dz z'; dz 5 dz n§l "
Ricordando il risultato dell’esercizio precedente si ha:
o e X 1+ =
TS

4.5.- Serie di Taylor
Abbiamo visto che per i teoremi di Abel e di Weierstrass la serie

a(z— b =am+a(z— b) +az— b + ... [4.5.1]

Ine

"

ha per somma una funzione che & analitica allinterno del cerchio di convergenza, dimo-
striamo ora l'inverso e cioé che una funzione f(z} analitica all’interno di un cerchio di rag-
gio Re centro in b & sviluppabile in una serie di potenze del
tipo [4.5.1] e che inoltre tale serie di potenze ¢ la serie di
Taylor della funzione £(z).

In qualunque cerchio di raggio p << R ¢ centro in b &
applicabile 1a formula di Cauchy: indicando con C, la cir-
conferenza di raggio p, con z, un punto su tale circonfe-
renza e con z un punto ad essa interno si ha:

f()—zl—J L&) g, [4.5.2]

Zp — I

Fig. 4.5.1

Siccome |z, — b| > |z — b| ¢ quindi ;: = g < 1, la serie geometrica di ragione g &
o

1 L
convergente ¢ ha per somma R La funzione integranda pud essere trasformata
I -_—

z— b
nel seguente modo:
flz) _ f(z0) _ _fz) 1
Z5 =aZ aw (2o 1 0)imalzmn D) M Zaim D) L z—b
zZ,— b
ARl Rl P ol € Sl (1)
- zp—bn=0(zp—b} _; (m— B! k]

Indicando con M il massimo di f{z,) su C,, per il termine generale della serie [4.5.3]
si ha:
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fzs) ( ))
7 —b \z—b - —¢" [= termine generale seric geometrica]

Quindi la serie {4.5.3], per il criterie di uniforme convergenza di Weierstrass, & uniforme-
mente convergente in tutti i punti z, su C, e pud essere integrata termine a termine (si pud
ciog sostituire all'integrale della somma la serie degli integrali). Sostituendo, la [4.5.2] di-
venta:

3 il
f@) = Z e ’f—lﬂ,ﬂ};rz

271 2.; U-ﬂ&»i e ”...1 Jz,.]=IIJ:

Il PN f(zp)dzp]_

,,Zo[(z = Ry

= "go an(z — b)' [4.5.4]
1 flz) dz,  _

avendo posto a
p . (2o — b)n-H n

Abbiamo cosi dimostrato che la f{z) ¢ sviluppabile nella serie di potenze [4.5.1].
Ricordando ora la formula di Cauchy (§3.11) si ha:

L[ _fedz _ f70)
er Ca (zp = b)n+l - n! [455]

Sostituendo 1a [4.5.5] nella [4.5.4] si otticne:
=
fo =3 L8 ¢y

=0

dn =

cioé la f(z) ¢ sviluppabile nella sua serie di Taylor. Per b = 0 la f{z) & sviluppabile in serie di
Mac Laurin.

Esempi.
83. FUNZIONE ESPONENZIALE &

Essendo analitica in tutti i punti del piano ¢ sviluppabile in serie di Mac Laurin in
ogni cerchio con centro nell’origine:

o P z 7
e—’;Fﬁ’m)-—1+—“—+—-ﬁ!—+...

84, FUNZION1 senz E cosz

Essendo funzioni di esponennah sono analitiche ¢ sviluppabili nelle nspettwe serie
di Mac Laurin in tutto il piano;

_z _ 2 2 i _Z
ey N G = 2

{") Essendo z, la variabile di integrazione, (z — 5)" ¢ una costante.
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#5. FUNZIONE LoGARITMICA log(l + z2)
E polidroma perché
log(l + z) = log|1 + z| + j[arg(] + 2} + 2k=w] com &k =0,1,2,...
Consideriamo il ramo monodromo corrispondente 2 k = 0:
log(l + 2} = log|1 + z| + j[arg(l + 2)]

La funzione cosi definita & analitica in ogni punto intvrno al cerchio con centro nel-
l'origine e raggm unitario. Il contorno del cerchio & escluso perché contiene il punto
z = —1 in cui la derivata non & continua. Pertanto all'interno di tale cerchio la fun-
zione ¢ svituppabile in serie di potenze, in particolare, in serie di potenze di Mac Lau-
rin nell'intorne dello zero. Risulta:

log(l + 2) = z—i+——.. jz) <1
All'interno del cerchio di convergenza la serie & |
uniformemente convergente; sul contorno, escluso |
z = —1, & convergente alog(l + z). | 4
Si osservi che all'interno del cerchio di conver- | /3'
genza, presi z, € zx simmetrici rispetto all’origine, si :
ha log(l + z2) = log (1 — z)), infatti per le condi- ‘__zD
zioni di simmetria ¢ z; = —z,. Pertanto scam- :
biando z con. — z si ha:
z 7 Iy i
log(l — z) z=5 3 |z] <1 Fig, 4.5.2

Lo sviluppo ¢ valido anche per [z| = I escluso z = 1
Sottraendo le due espressioni trovate si ha:

log(l + 2} ~ log{l — z) = log

1+z _ 2 2 )
1_2—2(z+3+ 5+...

che & valida per |z| < lesclusiipuntiz=lez=—1.

Per le seguenu funzioni, fissato il punto b, ¢i proponiamo di determinare il raggio del
cerchio nel cui interno esse sono analitiche e qumd1 sviluppabili in serie di Taylor.

z+3
%) =g peoy o b=2 Wt
La funzione f(z) & analitica in tutti i punti : | Eee

del piano escluso z = 1 e z = 4; ¢ sviluppa-
bile in serie di Taylor nel cerchio di centro in
b e raggio 1 cioé per |z — 2| < | perché nei
punti interni la f{z) & analitica (un cerchio di
raggio maggiore contiene almeno il punto

z = |, dove la funzione non ¢ analitica). Fig. 4.5.3
sen z
8. A= b=0

La funzione ¢ analitica per ogni z escluso z* + 4 =0 — z = +2j (fig. 4.5.4).

72
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91.
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La f(z) é svduppabxle in serie di Mac Laurin per [z| < 2.

_J

£
i

Fig. 4.5.4

™
| Al

Fig. 4.5.5

'lF

ﬂﬂ:éil S

La funzione & analitica in tutto il piano escluso il punto z = jr (fig. 4.5.5) dove &:
=cosw +jsenwr=—1
La f(z) ¢ sviluppabile in serie di Mac Laurin nel cerchio di raggio .

flz2) = €¥Sh(z +2) b=10

La funzione ¢ analitica in tutto il piano ed & quindi sviluppabile in serie di Mac Lau-

rin in un punto qualunque del piano.

f(z) = secnz b=1

La funzione & analitica in tutto il piano escluso z =
LT 2

cosmz e+

% (vedi fig. 4.5.6); infatti si ha:

secwz = =7E |
€

1 . ; B ]
in cui il denominatore siannulla per z = > essendo @™ = jed 7" = —j.
3 1
La funzione & quindi sviluppabile in serie di Taylor per |z — 1] < 5
. 3
! ﬁ
i 1, ;1
| &
Fig. 4.5.6
W= j - el =z
Fig 457

La funzione & analitica in tutto il piano tranne
neipuntiz = 0¢z =1 (vedifig. 4.5.7); essa & svﬂuppabﬂe in serie di Taylor nei punt
|z — 4jt < 4 cioé all’interno del cerchio di raggio 4 e centro in 4j.
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4.6.- Serie di potenze a esponente negative
Una serie di potenze a esponente negativo & del tipo:

S a—br= G2y G

L2 w. + E;":'—l;)—z + p [4.6.1]

; T . 1 1 -
Per trovare il cerchio di convergenza poniamo ¢ = B sostituendo otteniamo:
-

a-if + 0—2!2 + a’-;l‘3 + ...
che ¢ una serie di potenze a esponente positivo con b = 0; sappiamo che essa ha un raggio

di convergenza; indicandolo con % sihache per |f| < % € quindi per llTl >R
1 1

. . 1 : . .
essa ¢ convergente; dall'uguaglianza i = |z — b| > R, sideduce che la serie [4.6.1]¢
convergente nella regione esterna al cerchio di centro in b e raggio R;; per i teoremi visti in
precedenza essa in tale regione ¢ assolutamente e uniformemente convergente, integrabile e
derivabile termine a termine. Se R, = 0 la regione comprende tutto il piano ad eccezione
del punto z = b,

4.7.- Serie di Laurent
Una serte di Laurent & del tipo:

=Z_wa,.(z_b)"= i +ao+a1(z—b)+a2(z—b) . [471]

(z l'J)

Essa ¢ la somma della serie di potenze a esponente positivo Eo an(z ~ b)", detta parte ana-
=

litica della [4.7.1], e della serie di potenze a esponente negativo __Zi a-(z — b)" detta

parte principale. Indichiamo con R, ¢ Rz iraggi di convergenza rispettivamente della parte
principale (convergents all'esterno di R)) e di quella analitica (convergente all’interno di
R:); quando la parte principale ha un numero finito di termini si ha R = 0; in tal caso le
potenze negative di (x — &) hanno un valore finito perché = b e 1 termini hanno per
somma un vaiore finito perché sono in numero finito; analogamente quando la parte anali-
tica ha un pumero finito di termini il raggio R & infinito.

E chiaro che unp corona circolare di convergenza esiste s¢ By < Ry ¢ non ¢sistc sc
Ry 2 Ry 4 Ry = 0e R: = w'la corona diventa it il piano escluso il punto & = b,

Per i precedenti teoremi, la seric [4.7.1], nella corona R < |z — b] < R, & assoluta-
mente ¢ uniformemente convergente, ha per somma una funzione analitica ¢ ammette I’in-
tegrazione ¢ la derivazione termine a termine.

Dimostriamo che una funzione f(z} analitica nella co-
rona aperta R, < |z — b| < R ¢ sviluppabile nei punti in- ;
terni della corona nella serie di Laurent. !

Per ogni z interno alla corona si possono sempre tro- i
vare due circonferenze C)" e ;' concentriche in b, interne
alla corona di raggi R; ¢ Rs, e formanti una nuova corona
al cui interno si trova il punto z (fig. 4.7.1); nella corona di :
circonferenze Ci’ ¢ C2’ la f(z) & analitica anche sul contorno  '—
per cui & applicabile la formula di Cauchy che da: Fig. 4.7.1
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L f(Zc) dzc + 1 f(Zc) dzc

f(Z) - 271'_] o fC T Z 2ﬂj i Zc— 2

Con procedimento del tutto analogo a quello visto per la serie di Taylor (cfr. §4.5), re-
lativamente al contorno C1’ si ottiene

f(Zc) = f(zo) j= __flzd | 1 -
20— a—b—(z—b —@—b | _z—b
z—b
- —flzd § ZC"bY':_ v (zc — b flzd)
T oz—b 4 I,(z—b} _—?)T

L'integrale esteso alla circonferenza C,’ diventa:

d.'_ fm P#} [ 3 ;irf_*“!f‘ﬂ.ffl.]., _
dmj Jepze = ied oy an R i

_ 5 b fzd), ze— b) _
- E [ﬁ, 2m (z— b)"* ch]

=] Z [—l—m-%ﬁa'f(zc‘)(zc - b)h dZC] —

dove a-m+y = sz Sflze) - (zc — b dzc

Per integrale relativo al contorno C»" vale quanto & stato dedotto nel caso della serie

di Taylor e ciog:

i
dove ar = ——

A M) e E ax(z — by

2mj Joze— 2

f(Zc) ch
2m Jo (ze — BT

Sommando le espressioni ottenute per i due integrali si ottiene:

A=) = :.zo agenlz — B+ kgo a(z— b =

3 aG—bt SaG-tr= 5 ae—br

Esempi.

92.

13 neipunti |z} < 3e |z} > 3.

La f(z) & analitica in tutto il piano eccetto il punto z = 3; quindi all'interno del cer-
chio con centro nell’'ongine e raggio 3 (fig. 4.7.2) & analitica ¢ sviluppab_ile nclla'serlc
di Taylor che ¢ una serie di Laurent senza la sua parte principale. Lo sviluppo si pué

Sviluppare in serie di Laurent la funzione f(z) =

15
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trovare in due modi:
a} In base alla formuladi Taylor con & = 0:

4
1 B
A== )
[z = =3 ) o= v ’/
2 "
— — 2 e
@) = ) 70 = 37 | .
My = 2 Ay 2 Fig. 4.7.2
%) (Z_ 3) P ()
70 = -~
_m_z,"_ ) 2 _nl .-_w z __L_..Z__i_
A ~Z £ f0) = ; s ;)3”1— e i
b) In base alla serie geometrica si ha (1)
[ S SR s =80 BrvfEs] druil N P SRS o )
=3 3 _z 3;;3)' 3b+3'F9+27+“
3

Nella corona circolare di raggi R = 3 ¢ R» = = la funzione ¢ analitica e quindi svi-
luppabile in serie di Laurent; in base alla serie geometrica si ha (1):

L4 Ay, 3,8
z.—_3_zl_i_z;(z)—z-i-lzz-‘-z’-l_"'

Zz
Sviluppare in serie di Laurent la funzione f(z) = — e punti cosi defi-
niti: (ERlllz =2)
a) |z] <1
b) 1< |z] <2 ‘
c) |z|>2
d) [z— 1| >1 |
e) 0<{z—2| <1 : :
La funzione f(z) ¢ analitica in tutto il piano ec- Q- i B
cetto 1 punti z=lez=2 scomponiamo]a In | s i
elementi semplici col noto procedimento (1) F:g 473

Y
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Quando si chiama in causa la serie geometrica le trasformazioni da effettuare sulla funzione de-

vono essere tali da mettere in evidenza una ragione g < 1.

Nel caso dell’=sempio 92, quando |z [{}tl—'-{l quando |z] =3 & - I I <1

Nel coso dell'ssempio 93, polché la [unnnnn non ¢ anaiitica nel due punti . = | e 2= 2, £h|:r
otersi ricondurte olln sere geometrica & necessario scindere In funzione nella gomifna’ di-chie
rozioni clementari, Per citkouna di esse, per quanto riguarda In ragione, vale quanto detio o

propogito deli’esempio 92,
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= __A4 B _A—-H+ Bz
z—DEz—-2 z—1 z-2 z—=D(z—2)
deve essere:
—z=A =+ Bz— 1)
Perz=2siha—2= Beperz=lsiha—~1=— A4, quindi:

) = s - 2

a) All'interno del cerchio |z| < 11a funzione & analitica e quindi sviluppabile in serie
di Taylor con b = 0 [vedere modo b) dell'esempio precedenie]:

fO=—=—F— =

b) Nella corona circolare di centro nell’origine = =
ediraggi R = | ¢ Ry = 2 lafunzione ¢ ana-

litica e quindi sviluppabile in serie di Lau- K i
rent con b = (. I/‘ ;

=1
z
1 11
z-1+—+—+J:
z z 7 Fig. 47.5
S S I
=—+at+
—2 2 1 a2z z
z—2 2-—z y_z_‘égﬁ) Ittt g?
2

Sommando si ha:

1 i 1 z 2z
..z3+?-+z+1+2+4+8+...

c} Allinterno della corona circolare di raggi R, = 2 e Ry = <0 la funzione & analitica
e quindi sviluppabile in serie di Laurent con b = 0:

m
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B

1 1 | 1 1 1

z— 1 zl_i_z+2+zi+
z

—2 _ -3 __as(2)_

z—z‘:(l_g)’ z,;,(z)

220 8,8, )
F-4 F4 z z

Sommando si ha:

1 3 7 15
E=————=3-—=

z Zz 4 z

k=

Nella corona di raggi Ri=1e R; =< ¢
con centro in z = 1 la funzione f(z) & anali-
tica ¢ sviluppabile in serie di Laurent con
b=1.

Ponendoz — | = ¢siha:

)= =7

Siccome |z — 1| = |#| > 1 siha:

2 B0 w2l 1L (7 m il
t—l_[(l_l_)_:,;(t) t(l+t+t

!
2 2 2 2 2

2

2

==+5+5+.= +
Tt rEt —D  (@=—17 (zwl)’"'"
Sostituendo si halo sviluppo in serie di Laurent:
1 2 2 Lol N _
ity e =1 T z—1 (-1} (-1 "

Nellacorona diraggi Ry = 0e R; = lecen-
tro in z = 2 la f(z) é analitica e sviluppabile
in serie di Laurent con b = 2,

Ponendo z — 2 = ¢si ha:

|
1 2 |
[

1+¢ t
Siccome |z — 2| = [¢] < I siha:
] = a 1_ 3 _

S ng,u( ) t+E—-r4+
=1—(z—D+@E—D—(z—2) +..
2

H2) =

O i At o I

z—2
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4.8.- Serie trigonometrica
E una serie di funzioni del tipo:

20 Ansen(nx + @n) = Eo (Ansen @ncos nx + A, cos ¢@,5ennx) [4.8.1]
n= n=

dove A, ¢n e x sono reali

Ponendo A.cos ¢, = by, Ansenen =a, pern=1,2,... ¢
venta:

Aosen o = % la[4.8.1] di-

% + (ancos nx -+ b, sennx)

i

[4.8.2)

n

che si riduce alla serie di seni
5
3 busennx
n=1
sean = 0pern=1,2,..., e alla seric di coseni

da =
—+ 3 g.cosnx
2 a=1

sebs=0pern=12,..
Siccome il termine generale

ancosnx + bpsennx

¢ periodico di periodo 2ar, la serie pud essere studiata in un qualunque intervallo di am-
piezza 27 e, se & convergente, la sua somma S(x) & pure periodica di periodo 2.

4.9.- Relazione tra coefficienti e somma in una serie trigonometrica

Se la serie [4.8.2] ¢ uniformemente convergente in tutto intervallo (— m) ¢ ha
somma S(x), sono verificate ie seguenti relazioni:

LT
ao—n_j;rS(x)dx

an = if_" S{x)cos nx dx [49.1]
1 T
ba = ?L" S(x) sennx dx [4.9.2]
conhn=1,2,..
Per ipotesi, infatti, si ha:
S(x) = %- + 21 (ancosnx + bpsen nx) [4.9.3]
=

Mottiplicando la [4.9.3] per coskx con £k =0,1,2, ... ¢ integrando tra — € 7 si ottiene:

_[” S(x)coskx dx = %f_w coskx dx + f_ 21 (a.cosnxcoskx + b,sennxcoskx) dx
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Siccome
|@rcosnxcoskx + besennxcoskx| < |aycosnx + basenmx|  [essendo jeoskx| << 1]
dalla uniforme convergenza della [4.9.3] e per la condizione necessaria e sufficiente (cfr.
§1.4) consegue la convergenza uniforme della serie
ZI (@ncos nx cos kx + bnsen nxcos kx)

per cui si pud integrare per serie € scrivere:

f_r S(x)coskx dx = % choskx dx +

+ 21 [f_ ancos nxcoskx dx + f_ basennxcoskx dx| [4.9.4]

Tenendo presente che

w ko m™ T + g
f coskx dx=10 f senkx dx = 0 f coszkxdx=f %c&tr
- - - L

e che quindi per n # k, per effetto dei primi due integrali si ha:

Lwcoskxcosnx dx =[] =f. cos(k + n)x ;‘ cos(k — n)x

dx=10

£ 5 e . = ko ) ¥ -
Lﬂsennxcoskx dx = [1] =f sen(n + k}x 1’ sen(n — kjx

1a [4.9.4] permette di determinare le relazioni [4.9.1]; infatti per & = 0, 1,2, ... 1a [4.9.4] di-
venta: '

de=10

L:,S(x)dxz-‘;—"j::dx=aw

Ed

w
f L Sx)cosx dx =f a1 COS XCO8 X dx = a1
- —r

LW S(x}cos 2x dx 4—-_’;” a20052xcos 2x dx = @

kg

L,, S(x)cos nx dx =£”a.,cosznx dx = a.w

¢ quindi:
an = %Lw S(x)cosnx dx

Analogamente, se si moltiplica la [4.9.3] per senkx con k = 1,2, ... si ottiene:

('} Cir. P.11, Corso propedeutico di matematica, §4.5, formule di Werner.
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oo do T
LﬂS(x)senkx dx:T_I._Fsenkxdx.-}-

+ 3

n=]

T

U dncosnxsenkx dx + f_ bnsennxsenkx dx] [4.9.5]

Tenendo presente che

L senzkxdx=f j;%%-zk—xdx=1r

e che per n # k si ha:

f_wsennxsenkx dx =f Sl — A)x _1- SOBIEE n)x dx=0

—

la [4.9.5] permette di determinare le [4.9.2]; infatti per & = 1,2, ... 1a[4.9.5] diventa:

f_ S(x)senx dx‘=f_rb1 sen’x dx = by

f_ S(x) sen 2x dx '=f_,, basen® 2x dx = bow
T Lg
L S(x)sennx dx = L 1 basen’ nx dx = buwr
e quindi:

bn = %L" S(x)sennx dx

4.10.- Serie di Fourier

Supponiamo che la funzione f{(x), avente periodo 2, ammetta nell’intervallo (— m, 7)
i seguenti integrali:

ao=%j_:f('x)dx

an = %f_wf(x)cosnxdx

b,.:—-:;_-f_ﬂf(x)sennxdx n= 1,2,...

detti caefficienti di Fourier della funzione f(x). La serie trigonometrica [4.8.2] averite per
coefficienti i precedenti integrali viene detta serie di Fourier associata alla funzione f(x);
€ssa pud essere;

1) divergente
2) convergente con somma S(x) # f(x)
3) convergente con somma S{x) = f(x)
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Nel terzo caso si dice che la funzione f(x) ¢ la somma della serie di Fourier associata alla
F(x); pit brevemente che la f(x) ¢ sviluppabile in serie di Fourier.

4.11.- Teorema fondamentale di convergenza

Si ricorda {cfr. P.2, Introduzione allo studio |
delle funzioni, §4.4) che per punto di discontinuitd di |
prima specic di una funzione f(x) si intende un punto
x = ¢ in cui esistono finiti il limite destro e quello si-
nistro e tali che:

li_n.l _fix)=h

cond #Z hL().
Cid premesso possiamo enunciare, omettendone

la dimostrazione, il seguente teorema, valido per una funzione periodica definita nell’inter-
vallo (—, )

[} ]

ﬂh\iﬁiu,],]

Bile.ty]

T e

lim =1
i A =t 5

Fig. 4.11.1

Nei punti in cui la funzione f(x) & continua e derivabile, 0 almeno & dotata di deri-
vata destra e sinistra, la serie di Fourier associata:

% + gr (ancosnx + bysennx) (3

con
do =%Lﬂf(x) dx a"=LTr_L"f(x}cosnxdx b.,=—:;-_[”f(x)sennxdx

¢ convergenie ¢ la sua somma & § = f(x).
Nei punti di discontinuiti di prima specie in cui esistono finiti i limiti:

LA WS gy SR

lim
] A0 h

h—0
la serie converge a

s= [0 +/x10)
- 2

cioé alla media dei limiti destro e sinistro nel punto di discontinuita.

Si ricorda che i due limiti considerati sono, rispettivamente, la pseudoderivata sini-
stra f*(x) e la pseudoderivata destra £:¥(x). Si ricordi inolire che la pseudoderi-
vata destra [sinistra] coincide con la detrivata destra [sinistra] se & f(x) = f(x + 0)

[fx) = f(x — 0)}

1t precedente teorema fornisce condizioni sufficienti ma non necessarie per la conver-
genza.

Esempi.

(") Nel seguito, per brevitd, indicheremo con f(x_ — () il valore del limite sinistro della funzione
in un generico punto x e con f{x + 0) il valore del limite desiro.

[14)

(%) 1l termine 3 & il valore medio della f(x) che é datoda % f_ J(x) dx

82

94.

95.

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI

La funzione periodica, di periodo 21, definita da
fx}=x —T<xEw
avente il diagramma indicato in fig. 4.11.2 & continua in tutto I'intervallo esclusi gli

estremi ove presenta discontinuitd di prima specie. Essa quindi ammette lo sviluppo
in serie di Fourier.

I i
g I
4 |

J i
i

|

|

= e e —

Fig. 4.11.2

I coefTicienti dello sviluppo sono:

ao=-11;f_:xdx=0

w
|7~ 1 | xsennx | | sennx , _
n = _I- xcosnx dx = —|——| —— —dx=10
w m ™ n

L n Tl
bn = 'l—f xsennx dx = L[— x_cosnxl + Lf SRR dx =
T : T n r wJ_, R
_dcosnm _ 2 a.
B n Pl
La serie & percid:
2(scnx _senlx , sendx | 4y EREEG ) [4.11.1]
2 3 n
e vale f(x) = x nei punti deil'intervallo [— m, w) € zero negli estremi x = + = dove &
e ., —m+
nulla la media aritmetica dei limiti destro e sinistro, cioé —7!-24—“ =0.

Se consideriamo invece la funzione cosi definita:
{qo(x)=x per —m < x< 1
e(x)=0 per x=*xm
essa ha come sviluppo ancora la[4.11.1} che perd converge a (x) in tutto l'intervallo

chiuso (—, ), in quanto la somma della serie agli estremi vale zero come la fun-
zione.

La funzione periodica, di periodo 2, definita da

S =+
avente il diagramma di fig. 4.11.3 & continua nell'intervallo chiuso, derivabile nell’in-
tervalio aperto e dotata di derivate destra e sinistra agli estremi, € quindi ammette lo

—rTsxsT

B3
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sviluppo in serie di Fourier i cuj cocfficienti sono dati da:

. -
do ﬂj_‘_ﬂxzdx—?w

LI 1 g i
ﬂn=‘—£ xcosnxdx-_.—-—[xlﬁe_“i’i] .__.I_f 2xsen nx
7 dn — Ix=
n =3 2 n
4

T
—3l_ r
= ___2[__"_‘:_02{]" 2 cos nx 4
nr n SE _‘rdx=—n-2-cosmr=(-1)" —

l T T
b= XPsennxd =i[—xzcosnx T 1 2xcos nx
,,f_,, A SR e ey | A=

m

= i[ﬂ,{_}" . " sennx
oy nob oawl, T dx=0

Fig. 4.11.3

Siccome la fx) = " non ha idi di inui
1, . punti di discontinuitd, la serie di Fourier da i
Punte dell'intervallo chinso (=), il valore della lunzione: i ;:puﬁn::::'rrnrd?j;rl;eifr“

3 I'r:
= 4[‘:{:5.1' - E%Z_x L )

X~ == e

3 FE

Si osservi che:
D) per x = 7 si ottiene:
Irz 1

il e ey
6 - Tty t.=

o0
n=

1
{ ”
ciot il valore della serie armonica generalizzata per p = 2;

2) perx=10si ottiene:

1r2 | 1 1 =
e i el — ] e
127 w t 3 e Z 2D ‘

1
che ¢ la serie precedente con segni alterni.
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4.12.- Intervallo di integrazione di funzione periodica

Se una funzione f(x), definita su tutto I'asse reale, & periodica di periodo T, 'integrale

esteso a qualunque intervallo di ampiezza T, non dipende dalla posizione dell’intervallo
sull’asse reale ossia l'integrale

[ ax =[x

non dipende dal valore di a.

Nel calcolo dei coefficienti di Fourier I'intervallo di integrazione (— ) pud essere

percid sostituito con un qualungue intervatlo (a, @ + 2r) di ampiczza 2.

4.13.- Serie di Fourier di funzioni pari e dispari

Una funzione f(x) ¢ pari nell'intervallo (— «, a) quando f(— x) = f(x) (vedi fig. 4.13.1);

per essa si ha;

L foar=2]" fnax
Una funzione ¢ dispari nell'intervallo (— a, a) quando f{— x) = — J(x) (vedi fig. 4.13.2);

per essa si ha:

[ royax=0

E | ] i

T o] a

Fig. 4.13.1 Fig. 4.13.2

Pertanto se si sviluppa in serie di Fourier una funzione pari, tenendo presente che

J(x) cos nx ¢ pari mentre f(x)sen nx ¢ dispari, si ha:

w=—f qmar=2["fnax
an = %f_:f(x)cosnx dx = %L”f(x)cosnx dx

l ko
b =;Lﬂf(x)senxdx =0
ossia lo sviluppo ¢& costituito da una serie di coseni.
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Analogamente, se f(x) & dispari, f(x) cos nx & dispari mentre f{x)sen nx & pari, per cui
ao=—;-_£rf(x)dx=0
an = %er(x)cosnx dx =0

b, = %L:f(x)sennx dx = %_’;wf(x)scnnx dx

ossia lo sviluppo & costituito da una serie di seni.

Esempi.

96. Lafunzione dell’esempio 95 & pari € quindi sviluppabile in serie di coseni con i coeffi-
cienti dati da:

s 2WF W 2
ap = rjt; X dx= 37
an = %_’; x’cosmx dx = [efr. s.95] = (——l)"?

b, =0

97. La funzione dell’esempio 94 & dispari ¢ quindi sviluppabile in serie di seni con i coefli-
cienti dati da:

a=a =0
4 2
b, = %_"; xsennx dx = [cIr.es. 94] = ;(— n

4.14.- Sviluppo in serie di Fourier di funzione non periodica

Una funzione f(x) definita nell'intervallo (0, ) pud essere sviluppata sia in serie di
coseni sia in serie di seni. Infatti & possibile definirla in (— m, 0} in modo che risulti pari in

(— m, ™) [basta porre f{—x} = fi(x)]:

fix)=Axy m O,m)

fix)=f—x m (—m0)
e, analogamente, & possibile definirla in (— ,0) in modo che risulti dispari [basta porre
fx) = —fal0)l:

Folx) = f(x) in (0,m)

fix)=—f(—x) in (—m0)

E poi possibile prolungare la definizione di f1(x) o f2(x) su tutto I'intervallo [— e, + =]
in modo da ottenere una funzione periodica. Nel primo caso (funzione pari) alla
A(x) = fi(x) ¢ associabile una seric di Fourier di soli coseni:
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Fx) = fulx) ~ -120-— + Zl a.cosnx {!)
e nel secondo caso (funzione dispari) una serie di soli seni:

J() = f(x) ~ EI bnsennx

In questi casi si parla, rispettivamente, di prolungamento pari e di prolungamento di-
spari della f{(x).
Esempi.
98. Lafunzione f(x) = x con 0 < x < 7 pud essere sviluppata sia in serie di coseni sia in
serie di seni; infatti la funzione fi(x) = x* con ~ 7 < x < & pari e quindi sviluppa-
bile in serie di cosent (esempi 95 e 96).

La funzione:

fiy=x in O0<xs<w
fx)=—x in ~7<x<0

B

-

"
Y

Fig. 4.14.1

€ dispari in (— #, m) (fig. 4.14.1) e quindi sviluppabile in serie di seni i cui coefficienti
sono dati da:

bn=£f xzscnnxdx=£[—x2—c°snx] +£.[ zx_cosnx dx =
w0 T n o T n

2 4 i i
=—--('—1rzcosmr)+—-~[x sennx] _if sennx
nm nmw n 0 0

RT n
27 4[ cosnx]"
=——c¢osnr — ——|——| =
n n'mr n kb
_211' .
Ur iy per 7 pari
=—Tcosmr— 7 (—cosnw + 1} =1 2
" ~— — per n dispari

H n31r

('} Tisimbolo (~) usato al posto del simbolo (=) evidenzia ii fatto che la serie coincide con la funzione
solo nei punti in cui quest’nltima ¢ derivabile. Nei punti, ad esempio, di discontinuita di prima spe-
cie I'uguaglianza non sussiste.
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Quindi lo sviluppo in serie per 0 < x < 7 & dato da:

- _1) _2m (k_i_ -
X (21r —)senx 2lscn2;c+ 3 Zim senldx— .=

_ _ sen3x g ) sendx |, senSx )
= 27"(5611-" - W = ) = (senx + 7 + 3 + ...
In x = 7 si ha una discontinuiti di prima specie, esistono le derivate destra e sini-

stra, € quindi la serie converge a § = {}, media dei limiti destro e sinistro della fun-
7ione in 7.

sen2x

La funzone flx) = senx, definita in (0, 7), pud sssers sviluppata sia in serie di seni
sia in serie di coseni. Infatti con un prolungamento dispari della f(x) si ottiene
Jilx) = senxin (— o, 7) che & dispari e quindi sviluppabile in serie di seni avente per
coefficienti:

0 # 1
by = ——f sen xsennx dx = < Lt _
1 pern=1
percuisi ha:
Sfi{x) = b senx = senx
risultato noto in partenza.
& ‘
o = 4 x 25 i |
i
Fig. 4.14.2

Con un prolungamento pan detla f(x) si ottiene f3(x) = sen |x| in (—w,w) (fig.
4.14.2) sviluppabile in serie di coseni avente per coefficienti:

4
& =— = —
0 j; senx dx

al—-—;.’; Senxcosxdx=;_’; sen2x dx =0
epern 1

2 (7 2
Oy = — SEN X COS HX dx = —
T 0 Ty

=L[—cos(l + a)x 4 cos(n — l)x:l;r=
T I+n n—1

sen(l + n)x+sen(l — ) x
2

d-—
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=_L(I—cos(l+n)w+
m

1+n
=L(l+cosmr_
n+1

_ —2(1+ cosn'n-)
w(n’ — 1)

—1+cc's(n—])7r)=
n sl
l+cosmr)=

n—1.

™

0 per a1 dispari

o per n pari

< 7 si ha:

Quindi per 0<x
4 ( cOs 2x
m

cos4x i cosb6x + )

se“"_w— -1 &=1

4.15.- Serie di Fourier in forma complessa
Dalle formule di Fulero:

& =cosx + jsenx e¥ =cosx — jsenx
sommando e sottraendo si ottiene:
e+ e & — e
cosx = ———— senx = _2j
per cui, sostituendo, la serie di Fourier diventa:

f()—’""‘*'

(a., cosnx + bysennx) =

@a"+am_ja“—aj=
n=1 2 2
RPN PP AP
5 +’;( 2 é 5 e
: M An — jbn _ an tjbe _
Ponendo ora: 2 co ) Cn 5 "= €n
si oftiene:
=t % (@™ tcae™ = 5 e
n= n=—

che ¢ appunto la serie di Fourier in forma complessa.

4.16.- Serie di Fourier di funzione periodica di periodo 21

Per sviluppare in serie di Fourier una funzione f(x) periodica di periodo 2\ definita
nellintervallo (—A, A) si opera il cambiamento di variabile

A
xr=—1
m
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in base al quale si ottiene la funzione di ¢

A

di pcriodq 2m e definita nell'intervallo (—m, 7) per la quale valgono tutte le considerazioni
precedenti. In particolare si ha il solito sviluppo

LS N T
f(n_.r)—- > + g,l(a,.cosm+bnsenm)

n

L7 A
d H = — —
ove ao ﬂ_j:”f(rt)dl
D N
an = ﬂ_‘[vf(ﬂ_r)cosm dt

1 7 (A
by, = ,,._["f ﬂ_:‘)scnmdt

m m q o o
Essendo = Y xe dt = x dx, le precedenti formule, sostituendo, diventano:

A
ao=%LAf(x)dx

A
1 nwx
a, = hj:hf(x)cos == dx [4.16.1]
1 A
_1 nrx
ba = Aj:‘\f(x)sen I~ dx
L . . nwXx nwx
fx) > + ’; (a,.cos N + basen 5 )

che & appunte la serie di Fourier associata a una funzione pericdica di periodo 2A.
Esempi.

100. Vediamo dove & sviluppabile in serie di Fourier la funzione periodica, di periodo
2h = 6, cosi definita;

- 7ax per 0sx<)
D=0 per —3<x<0

Il diagramma della. funzione ¢ quello rappresentato in fig, 4.16.1. Da esso si pud os-
servare che la funzione & continua in [—3, 3] e agli estremi presenta discontinuita di
prima specie,

I coefficienti della serie sono dati dalle [4.16.1]:

1 A 1 3 3
to =T£J\f(x)dx =?f_3 axdx=[csscndof(x)=0in(—3,0)]:%J; xdx=%a

90

SERIE DI FUNZIONE -— ESERCIZI

l £ 3
ok
/T i - L
i i I l
| I : |
| |
| I 1 |
I | / : i
L i L i
e o % 8 a Koo
: . |
Fig, 4.16.1
amy a
1 X pen —— 3
1 nwx , _ @ 3 3 nmx |
an = — areos —dy = —{|————| — — sen ——dx) =
K S 3 E nr nr J, 3
3 6
o —cos nrx]’ = 2 [cosnm — 1)
nlﬂ_l 3 b 2y i
;)
1 — yoos Tmx 5
1 nwTx a 3 3 nwrx
bp=— axsen —dx = — ||[————| + — cos ——dx;=
3L 3 3 AT nwJdy 3
3 I
nrx
sen ——
3acosnnr a 3 3a
=+ —|—— = ——cosnnw
nw R nw
3 0

quindi lo sviluppo in serie per —3 < x < 3 ¢ dato da:

w3 o [ 3a(cosnz — 1) nwx _ 3acosnw mrx]
S = i + ; [—-—:——nzﬂ_ cos —3= — T sen——

In x = * 3 esistono finite le pseudoderivate
fAE3)=a fHEn=0
pertanto la serie di Fourier associata alla funzione & convergente ¢ ha per somma
5= fF3 -0 +f(+3+0) _ 3a+0 :ia
2 2 2

che & diverso dal valore che la funzione assume in tali punti [y(—3) = 0, {3} = 3a].
Pertanto in x = I3 la funzione non & sviluppabile in serie di Fourier.

101. Sviluppiame in serie di Fourier la funzione periodica, di periodo 2A, cosi definita:

_sa per 0x<A
SX=N g per A<x <2
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il cui diagramma & quello rappresentato in fig. 4.16.2. Da esso si vede che la funzione
presenta discontinuitd di prima specie in x = 0 e x = A.

L

Ny 25

o
>
e e . s . ey
g
e
g

[

Fig. 4.16.2

In base a quanto detto al §4.12 sullintervallo di integrazione i coefficienti [4.16.1]
diventano:

2x

2h
ao:LLAﬂx)dx=-i-_’; ﬂx)dx=Landx—-){-_’; adx=0

——f acosmdx-——-f cos—-—dx—

RTXx nmEx
sen sen ==
A
b"=%_£ asenmdx———-f aseanx—
=@ | o ATx _i[_m,m]“: N
" onw o A da nw Holy ff X
L1
. 7. \
0  per npar I i 20
= 1 eosnm = { g Al
—— per ndispari TR |Ik'~'r:1'“;““'l. s
e 5o st o
indi si ha: i ;
Qu o
2o N~ 1—cosnw nwx b
X) === B —— - | e
7 " "E; " ) Fig. 4.16.3
da I 3mx Sox |
_—(sen—+Tsen—A—— +? en — +)

che ¢ 1o sviluppo in serie di Fourier di un'onda rettangolare negli intervalli [0,A] ¢
[A, 2A).

Vediamo cosa succedein x = 0ein x = A.

SERIE DI FUNZ1ONI — ESERCIZI

In entrambi i punti esistono finite le pseudoderivate:
SHO) = FX0) = f*N) = fr*N) =

quindi la serie di Fourier associata alla funzione & convergente ed ha somma § = 0

pari alla media dei limiti destro e sinistro della funzione in ciascuno dei due punti.
Poiché

O =fA)=a#S

in detti punti la funzione non ¢ sviluppabile in serie di Fourier.

SERTE DI FOURIER DI FUNZION! PARI E DISPART
Se la funzione f(x) & pariin (—A, A) le [4.16.1] diventano:

A i :
w=>["foa a== f foocos B gy p,=0  [4.162]
A o A Y

e la serie di Fourier associata & una serie di soli coseni:

o

dp nmTx
flxy ~ BN + Z a, COS

=\

Se la f(x) ¢ dispari in (—X, A) si ha:

A
®=a,= b= f Sx)sen 22X gy [4.163]
»J, y

e la serie di Fourier associata & una serie di soli seni:

a0

[ ~ Z nsen 20X

n=1
La funzione dell’esempio 101 & dispari per cui si ha:

nrx |

~ pog ——
= ——f asen—-—dx =l = = E(l — cos nr)
A T T

A LH

SERIE DI FOURIER DI FUNZIONI NON PERIODICHE

Una funzione f(x) non periodica in (0, ) pud essere sviluppata in serie di coseni defi-
nendo la funzione pari

filx) = f(x) in (0,A)
Six) =f(=x)  in{(—A,0)
oppure in seri¢ di seni definendo la funzione dispari
Soxy = f(x) in (0,A)
Jix} = —f(—x) in(—),0)

e passando ai corrispondenti sviluppi.
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Esempio. - . .. .
Soluzioni degli esercizi proposti
102. La funzione f{x) = g per 0 < x < A pu¢ essere sviluppata nella serie di soli seni della
funzione f1(x) dispari cosi deﬁmta:
filx) =a in 0sxsA
Jix) =—a in—A<x<0

103. Effettuando un prolungamento dispari di f(x) si ha:

Si(x) =cosx in t<x<m
filxy=—cosx in —r<x<0

che & la funzione dell'esempio 101. b
ForMA COMPLESSA E
Sostituendo |
= el s = , 5 :
cos nrx _ e + e ey nwx _ e —e gL | 3

A 2 A 2 |

nella ]I
ao N nwx
fix) + Z: (a,, cos —A + bysen >~ =
Fig. 4.17.2
e, procedendo in modo del tutto analogo a quanto visto nel §.4.15, si ottiene lo sviluppo in e quindi i coefficicnti dello sviluppo sono dati da:
forma complessa: i
ao=a, =10
[ jﬂ
fxy= 3 e’ - - B
= bn=£f cosxsennxdx=£f sen(l + mx + sen(n — Nx -

dove ) w0 Tty 2

o= c"=__.q""_-'b" c_"=_—“"+3b" _ 1 f—cosl +mx]", | [—cos(n— Dx]"

T 1+n g 7 n—1 0
_L(—cos(l+n)1r+l —cos(n— Dmw+ 1
= + -
T 1+n n—1
A AT I L _ 1 fcosnm+1  cosnm+1) 0 per  ndispari
103. Sviluppare f(x) = cos x in 0 < x < 7 in serie di seni. xl 1+n e T T TR an
——5——=— per npari
104, Sviluppare in serie di Fourier la seguente funzione periodica (periodo 2\ = 8): L. i a{n’ — 1) P P
Quindi per 0 < x < rsiha:
foo = —x per —4<x<50 .,
\.x per 0<x<d COSx:i(lsean-l--—-sen4x+ ) iz nsen2nx
T \3 15 T ' — 1

105. Sviluppare in serie di Fourier la seguente funzione avente periodo 21 = 10:
flx)=ax 0 x<10 a>0

106. Sviluppare in serie di Fourier 'onda, costituita dai triangoli isosceli aventi base A ¢

altezza h = aA/2, rappresen-

tata in figura 4.17.1. I-/\
/N \ : e
/ \/I—m_..\/ |

L

Fig. 4.17.1 L= Fig. 4,17.3
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Siccome la funzione ¢ pari valgono le formule [4.16.2]:
2 4
o = ' L xdx=4

4 .xssn:nm ; 4
=2 nTXx 2 4 4 nEx
an = — X Ccos ax = —||l—————} — — gen ——dx} =
o 4 4 nr nwJy 4
4 0

4
—eos x|
-_2 ey R L) F
= . = A (1 — cosnm)
4 0
Quindi lo sviluppo &:
= l—cosmr nwx _
f(x) 2 '—rz cos — = =
_ ., 186 k4 1 Jmx 1 Sax
=12 -;_1-(0054x+ 3 cos —— 4 + 5t cos——4 + ...

nellintervallo chiuso (—4, 4) perché la funzione & continua.

105. 11 diagramma della funzione & quello rappresentato in fig. 4.17.4.

Jhﬂx

Fig. 4.17.4
In base alla proprieta delle funzioni periodiche (cfr. §4.12) si ha:

1 2 | ¢t
w=f foyax==f axdx=10a
nrx
10 xsen——— 10
i nwrx a 5 5 nrx
a, = — axcos —dx = —j|——| — — sen —— dx) =
5 [} 5 5 niwr nmw Jy

—_Sa J_ omax]®_ o
HZTI'J' 5 i}
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10

1 ¥ RS . n
X a
= — ——dx = + — —dx|=
b 5.’; sen 5 dx 5 — oy | cos 5 x
E] o
. _ 10a
nw

Quindi per 0 < x < 10 lo sviluppo &:

SR ﬂg_z 1 mrx

Per x = 0, estremo sinistro del campo di definizione della f{x), la serie vale 5a ciot¢la
media aritmetica dei limiti destro e sinistro:

10a+0
2

Se consideriamo invece la funzione cosi definita:

o(x) = ax per0 < x <10

o(x) = 5a perx =0

@(x) = 5a perx =10
essa ha lo stesso sviluppo in serie della precedente che perd in questo caso converge a
@(x) in tutti i punti dell’intervallo chiuso (0, 10).

106. Nell'intervallo (0, A) la spezzata si pud definire con la seguente funzione:

. ax per 0sx=< %‘
F={ N
—ax + ah per ?<x~.<_it
per cui l'onda € una funzione periodica dispari, di periodo 2\, sviluppabile in serie di

seni.
Si osservi che la derivatadella funzione é:  f{(x) =a in (0,A/2)

Fx)=—a in [A2,A)

I coefficienti dello sviluppo sono allora:

_ 2 f y nwx , 2 nrx|* fA nwx i
b=+ f(x)seanx——E (x)cos 5=| — f(x)cos = dx{ =
[f(x) cos e et [/'(x) sen ——] }

=—-— [[axcos —] + [(a)\ — ax)cos _A_] +
A2

] o] )l
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107.

108.

109.

110.

111,
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2 |ax nr gk "_"'_L(

s cos (LIS L | .
nwl 2 2P 2 a \Gen Ty Tasen =

T T 2
0 per n=2k
Bh
Sika: hy= _!"‘In“_ per n=4k+1 econk=0,1,213 ..
= “‘ﬁ:-'{’"r per =4k + 3
Lo sviluppo della funzione ¢ quindi:
h ( | 1 Irx Sox
x) = LTS | e UL it _
J(x) —T{sen— 5 sen +25e a
Temi d’esame

R L .
Data la serie Z —’-l?(x — £)° determinare il suo intervallo di convergenza preci-

n=i
sandone ‘il comportamento anche agli estremi di detto intervallo, Calcolare poi la
somma di tale serie in tutto il suo intervallo di convergenza.

Determinare (nel piano x, y) il campo di convergenza della serie:
i( z+ 6 )"
Ll 9
Trovare, per ogni determinazione dij', i cerchi di convergenza della serie
0 3
1 =

Z AEY (z— e? )"
n=q0 J

e dire $e esisie una determinazione di j' per cui il corrispondente cerchio di conver-
genza risolti tangente all'esse p. In cornspondenza della déterminazione principale di

j' precisare poi il carattere della serie nei punti di intersezione della circonferenza di
convergenza con 'asse x.

z=x+jy.

z=x+jy

Determinare (nel piano x, y) 'insieme di convergenza della serie

Z _en{z‘— 0

=1 H
precisando se ¢ aperto o chiuso. Dire poi dove la serie converge uniformemente.

(z=x+i)

Determinare il campo di convergenza della serie
£ = Thz 2+l

=) ( . )

= n+ 1

e disegnarlo nel piano di Gauss. Utilizzando una nota serie di Mac Laurin, calcolare,
ove esiste, la somma della serie data.

12

113.

114.

115.

11s.

117.

118.

SERIE DI FUNZIONT — ESERCIZI

Determinare I'insieme di convergenza della serie

1 {(2z+1Y)
;nlogzn\z+\/i)

¢ disegnarlo nel piano x, y precisando se & aperto o chiuso.

Studiare, per x # Oreale, il carattere della serie

n=0 x"
e determinarne la somma nei punti di convergenza, Disegnare poi il grafico di tale
somma e dire se la serie converge uniformemente nell’intervallo (1, 2) (si, no, perché),

Data la serie di funzioni

St

o (xt1)

determinare il carattere della serie per x = I; dire se ¢ lecito applicare il teorema di

derivazione per serie nell'intervallo (1,2) e, in caso affermativo, calcolare la derivata
della somma in x = 1.

+1
Data la serie Z(\/i_z\/- ) -3

a) determinare, nel piano x, y, l'insieme di convergenza;
b} dire, giustificando la risposta, se la serie converge uniformemente nel quadrato T:

V2 N2
2

0<x< )

0<y<

Determinare nel piano x, y l'insieme di convergenza deila serie:
og RY.]
Z 1 (z + j)

o A

Zniiltj

e precisare, in particolare, se z = —1 appartiene a tale insieme. Dire poi dove la serie

converge uniformemente.

(z=x+)y)

Determinare il campo di convergenza della serie

P ataRER= |
AP 2+

e dire se tale serie converge per z = — 1. Indicare poi sull’asse immaginario un inter-
vallo di convergenza uniforme.

z=x+iy

Date le due serie

B

a) precisare gli insiemi di convergenza e di assoluta convergenza,

b) dire per quali valori di x & lecito eseguirne il prodotto alla Cauchy;

¢} per tali valori di x scrivere la serie prodotto (scrivere esplicitamente l'espressione
dei primi tre termini) ¢ calcolarne la somma.
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120.

121.

122.

123.

124.

125,
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Verificare che la serie

Z(‘ )y sr 1) = el

=1
converge per x — 2, e che la serie deile derivate converge uniformemente in (I 3).

Calcolare «'(2) (appllcando il teorema d1 derivazione per serie) con un errore minore
di 107",

Data la serie

Z(_)n+l( jzj)

determinnrne il cerchio di convergenze. Dire se la serie converge assolutamente nel
punto z = j. Verificare che la serie converge nel punto z = 5j/2 e dare un valore ap-
prossimato dells somma con un errore minore di 107

z=x+jp»

In quale insieme del piano x, y converge la serie

2, e (z=x+jy)

LS

¢ gquanto vale la sua somma? Dire inoitre dove tale somma & reale.

Utilizzando i noti teoremi sulle serie di potenze, studiare, per 0 < x < m, la serie
Tt (_1_ _ 1)"

=4 logn \senx

determinando gli intervalli di convergenza semplice ed assoluta. Precisare se tali in-
tervalli sono aperti o chiusi.

Determinare, nel piano di Gauss, il campo di convergenza della serie

v 1 z— 8§V
‘P(z)_,;,3"+n( z )

verificare che ¢(16]) ¢ reale e calcolarla con un errore minore di 107.

z=x+)»

Determinare l’insicme di convergenza della serie

e ]
— sen
7+
e disegnarlo nel piano di Gauss. Precisare inoltre il comportamento della serie anche
sulla frontiera di tale insieme ¢ determinare l'insieme di convergenza uniforme,

o=
COs nx

Data la serie trigonometrica: 1 + w

n=1|
a) verificare che la somma f(x) ¢ continua su tutto I'asse reale ¢ determinarne il pe-
riodo; dire inoltre dove essa & dotata di derivate prima e seconda continue utiliz-
zando successivamente 1l teorema di derivazione per serie;
b) ricordando una notaserie di potenze calcolare il valore di f(x) per x = 2k (k = 0,
+1,%2,..) e disegnarne il grafico in un intorno di tali punti;

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.
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(m=1,23.)

E lecito dedurre da questo che f{x) non & integrabile in senso generalizzato nell'in-
tervallo (0, +-e]?

c) verificare infine che risulta fo fyde=m

Determinare I'insieme {aperto) di convergenza della serie:
> +jn)(l + %)
n=y £

¢ disegnarlo net piano di Gauss.

z=x+jy,z=x—j»

Diata la funzione f(x) dispari, avente periodo 27, definita ponendo flx) = x(x— 7)
per 0 = x = 7, disegname il grafico in (— 2w, 21), ¢ svilupparla in serie di Fourier
caleolandone i coefficienti. Dire infine (giustificando i risultatl) se la serie ottenuta
converge semplicemente e uniformemente.

Data la funzione f(x) = sen2x per 0 < x < m, pari, perindica di periodo 2, dise-
gnarne il grafico in (— m, 3). Svﬂupparla in serie di Fourier scrivendo Péspressione
dei coefficienti e calcolandone i primi due. Dire infine, in base al {eorema fondamen-
tale, se la serie di Fourier converge in (0, 27) precisandone la somma in x = 5m/4.

Datalafunzione
_scosx per 0<x< /2
fx=A senx per w2 <x<2m

penodwa di periodo 2m, disegnarne il grafico nell'intervallo (— 2, 47); scrivere Ia
serie di Fourier ad essa associata indicando 'espressione dei coefficienti € calcolando
ao ¢ by. Dire, in base al teorema fondamentale, se Ja serie scritta & convergente nei
punti x = 1r,/2 x = 7m/3. In caso affermativo precisarne la somma.

Data la funzione
fix) = /\/;: per O x<m/2

per mi2< x<w
pa, perlodlca di periodo 2, disegnarne il graﬁco nell'intervallo (— i, 37); scrivere la
serie di Fourier associata indicando I’ esprcssmne dei coefficienti e calcolando go. Dire
(in base al teorema fondamentale) se si pud affermare che la serie scritta & conver-
gente nei punti x = 0, x = /2, x = 97/4, In caso affermativo precisarne la somma,

Disegnare nellintervallo (— 3, 6) il grafico della funzione periodica dispari, di periodo
6, definita ponendo per ¢ << x < 3

fix )_/(x 5 per 0 <x<x2
per 2<x<3

Riconoscere che esiste la serie di Fourier associata alla funzione data e scrivere tale
serie indicando 'espressione dei coefficienti. Dire poi se la serie converge nei punti
0 < x < 3 e in caso affermativo determinarne la somma.

Sia data la seguente funzione periodica di periodo 3:
1

—\_y: per 0 <<x<1

f= = Nx—1 per 1<x<3
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Disegnarne il grafice nell’intervallo (— 3, 3), verificare che alla f(x) ¢ associabile una
serie di Fourier, indicare inoltre I'espressione dei coefficienti di sviluppo, calcolan-
done il primo. In base al teorema fondamentale studiare la convergenza deila serie
nell'intervallo [0, 3); dire infine nell'intorno di quali punti dell'intervallo {0, 3) la f(x) &
sviluppabile in serie di Taylor,

Soluzioni dei temi proposti

107,

108.

109.

102

x—e -
Posto 5 = —¢ laserie diventa:

n; (—n:)" zz(_l),,_t’;’,:_ "ZI(_DH!;

ciod risulta, a meno del segno, lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione
log (1 + ) (cfr. [2.11.1]). Quindi la serie data nell'intervallo —1 < ¢ < 1, cioé:

e — X
e

—1< L] — —e<e—xKe — —2e<—xx0 — 0 x<2

converge ed ha per somma:

§ = ~log(1 + 1) :—log(l + %) = —log 2% = loge — log(2e — x) =

e
=1—log(2e — x)

In particolare, nell’estremo x = 0 la somma risulta § = —log2; nell’altro estremo
x = 2e la serie diverge.

Posto
z+6 _ ;
22— 9
la serie data diventa 2, /" ciot una serie geometrica convergente, come & noto, per
n=0
|¢| << 1. Tt campo di convergenza & quelio per cui é:
ﬂi.’ <1 = |x+iy+ 6] <|2x+ 2y %]
2z —9)

(x + 6+ 3y <dx’ + (2v — 9

Yy —dx—12p+15>0

x— 4+ -6 —25>0

cioe ¢ Uinsieme dei punti esterni al cerchio avente centro nel punto di coordinate
Xxo = 2ey = 6eraggio R = 5.

E una serie di potenze (cfr. §4.5). Applicando il criterio del rapporto si ha;
3
2l A _ 2"
i o Z e
lim |t4n 1} = (z -1E+!i+m‘) [ : ] = lim .( ] )
n—co |tn] ] 5 n oo
(z—e" )

110.
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Perché la serie converga questo limite deve essere minore di |, ciog:
o T 9 L
1 J(?-i-ﬂm)J *(—+2krr)
<lfi=le

7

Quindi ad ogni valore di k corrisponde un cerchio di convergenza deila serie avente
: (5 +2)
—| =+ Zkm

-
Z—e2

=€

- T
centro nel punto di coordinate xo =e? ey =0 ¢ raggio R=¢ ‘°

Poiché tutte le circonferenze di convergenza hanno il centro sull’asse x, quella di esse
tangente all’asse y deve avere il raggio uguale all’ascissa del centro:

S —(%ka)
e? =¢

Elpayeny | -
2T ( ) + 2k1r) k 1
La determinazione principale di j' si ha per k& = 0; in tale caso l'equazione della cir-
conferenza di convergenza é:

T

3
|Jr+jy—f:2 |=e T - (x—ez’r)2+y2=e'"

€ le sue intersezioni con I'asse x si ottengono ponendo y = 0:

o
3 T ]

L T X1 =
x—e? =z 2< %,,
X2 = —e

+e_

O EEIE]

Per z = x1 e z = x:la serie data da luogo alle seguenti due serie:

L

L) :tlne_T" CJ +1Y 7" —j“—w .
SEbe -y @&V _ 773 gy
=0 n=0 ] a=0

[

] —In
7 2

Ry

nessuna delle quali & convergente; infatti Eﬂ (+1)" & divergente in quanto ha il ter-
=

mine generale che non tende a zero e Eo (—1)" ¢&indeterminata in quanto ha le som-
e

me parziali che non ammettono limite (5o = 1,5, = 0,5 = 1, ...).

Posto £=¢" " cisiriconduce ad una serie di potenze del tipo [4.3.1]. Applicando il

criterio del rapporto §i ha!
1 3

. T . ( n )2 _
nt+1 lel = 1ef

. B, =
JI!H “'rr_ = lim T e e = Hm
/T == on by n—= 20 n—oo

fn+1)°

Per |#| <1 tale limite & <T | e la serie espressa neila variabile ¢ ba raggio di conver-
genza R = |; per il teorema di Abel (cfr. §2.1) la serie & uniformemente convergente
all'interno di tale cerchio. Per trovare I'insieme di convergenza ¢ di uniforme conver-
genza della serie data risolviamo 1a disequazione:

=17 <1~ (I gy~ T
- =3 —1<0
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Pertanto tale insieme ¢ la regione aperta compresa tra i due rami dell'iperbole
F=yi=1

Neipunti [¢| = 1della circonferenza di convergenza, che corrispondono ai punti del-
l‘lperbole, la serie dei moduli diventa:

che & la serie armonica generalizzata
3

con p = 5 > 1, convergente.

Quindi l'insieme di convergenza é

chiuso, quello di uniforme conver-

genza aperto.

Fig. 4.18.1

Posto Thz = ¢ la serie data diventa:

2!|+|

Z2n+l(

che ¢ lo sviluppo in serie di arctgr il cui ragglo di convergenza ¢ R = 1 (cfr. es. 20).
La serie data converge per

& —e”
e +e
|€ (cos 2y + jsen2y) — 1] < |€ (cos 2y + jsen2y} + 1|
(e¥cos2y — 1" + € sen’ 2y < (¢¥ cos2y + 1) + € sen’2y

IThz] < 1 £t - (e + 1] y

|e2:_l|s

.1
X
—2¢& cos2y < 2 cos2y o
BRI
4 cos2y = 0 -
cos2y =0

m 9 m ki3
cquindiper ——+ kr <y —+
DT e W S oy SN Fig. 4.18.2

V2z+1

= ¢ laserie data diventa la serie
2t 2 di potenze

Z nlog n

Applicando il criterio del rapporto si ha:

Posto

! nlogzn
(n+ Blog(n+ 1) F

Up+ 1

= lim
h—

lim

n—o

Un

113,
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= lim n logn
n—w nt1 logi(n+ 1)

Quindi la serie converge per || < 1, da cui:

M2zt L axt Ay 1< Ix by + VE

z+ 2
(VZx+ 1P+ 27 <(x+ V2P +3 - £+ <1

ciot la serie converge all'interno del cerchio di raggio unitario € centro nell’origine.
Per |¢| = 1 la serie dei moduli diventa:

N 1
Z n]ogzn

fel = lef

che & convergente in quanto:

Unt1 _ nlog’n
u  (n+ Dlog’(n+1)

(si osservi che il limite del rapporto da I e quindi il Fi
L. % : ig. 4.18.3

criterio del rapporto, applicato in tal sznso sa-

rebbe inefficace. Cfr. P.29, §3.4) per cui la serie data converge anche sulla circonfe-

renza di convergenza.

<1

La serie data pud essere scritta
= |\
(x—1) (—)
e 1
Quaie serie geometrica di ragione = €ssa converge per

—|<l = x<-1,x>1

¢ ha per somma:

S=(@x—1) =x—)——=x [4.18.1]
- 1 x—1
X
Per x = 1 tutti i termini della serie st annullano e quindi la serie ha somma zero, men-

tre 1a[4.18.1] & definita per x # 1.
La somma & quindi discontinua e | $s
la serie non pud essere uniforme- )f/

|

)

3

mente convergente in (1,2), come /
in ogni altro intervallo che con- s
tenga x = | (cfr. §1.7, N.B.). Per | mEs
x=—1 la seric & indeterminata
perché la successione delle somme
parziali non ammette limite (si ha ’/Y :
infatti: 5o =—2, 51 =0, s =—2, ' — e
53 =10,..). Fig. 4.18.4
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Quale serie di potenze diverge per
1

x

>1 - ~1<x<1

Il grafico delle somme & quello riportato in fig. 4.18.4.

Per x = 1 la serie diventa la seguente serie a termini positivi
el 1
H
A= B 2

che converge, infatti, per il criterio del confronto, si ha:
1 1

ﬁ = '2—,; [= termine generale scrie geometrica di ragione % <1}
Siccome per | < x < 2siha
[ 1

—
nx+ 1" "2

la serie di funzioni ¢ convergente nell'intervalto (1, 2). In tale intervallo le funzioni
u(x) hanno derivate

L 1
(x+ 1)n+]

continue ¢ la serie delle derivate

w'(x) =

Z ua'(x) = —n; (x—_l_ll):r;T

¢ uniformemente convergente per il teorema di Weierstrass (cfr, §1.5), in quanto

ewr <
(x + 1y* o3

per cui {cfr. §1.9) risulta lecita la derivazione per serie che da:

S(x) =—i !

L (x+ l)rr+]

il wl 3, %1 3 1 1
sy =— T=—{—= —|==|-= S
) ,,Z,z"' ( 2+"Zu2") 2t 1 2

<

Posto

V2z+1 =
2+ 2

la serie data diventa la serie di potenze

e
:SNI -

E
]

116.
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Applicando il criterio del rapporto si ha:

+1 2 n 2
—El}}m(n+1) It =1l

S| ST
(n+1 r
Quindi la serie converge per |¢| < 1, da cui (vedi ¢s. 112) # + y* < 1, cioé la serie
converge all'interno del cerchio di raggio unitario con centro nell’origine.
Per |¢] = 1 1a serie dei moduli diventa la serie armonica generalizzataconp = 22> 1.
!

-7
n=ln

Hn + 1

Un

lim

n—

n— %

che & convergente; la serie data converge percid anche sulla circonferenza di con-
vergenza. Per il criterio di convergenza uniforme di
Weierstrass (cfr. §§ 1.5, 4.2) la seric data ¢ uniforme-
mente convergente nel cerchio chiuso; infatti:

\/Ez +171 = ! [= termine generale serie convergente]
mVisiZab Sy =hemai
Py : &

Si osservi che il quadrato T ha un vertice sulla circon-
ferenza di convergenza (vedi fig. 4.18.5) cioé appar-
tiene al cerchio di convergenza, quindi al suo interno
la serie converge uniformemente.

Fig. 4.18.5

Posto
z+j _
1+
1a serie data diventa la serie di potenze

Sa

n=]

!

Applicando il criterio del rapporto si ha:

+1 n2 o ( n )2 P
iy rl o im ) =

Quindi per |¢| < 11la serie converge. Siccome per |#| = 1 la serie dei moduli

n+1

Un

= lim

n-—+

lim
n— oo

Z F [= seric armonica generalizzataconp =22 1, convergente |

n=1

si pud affermare che la serie data & assolutamente convergente per || < 1, per cui
si ha:

lt] = f—}j— €1 = |x+pHisii+j - L+p+1)P<2
Quindi I'insieme di convergenza & il eerchio chiuso di raggio \/E € centro nel punto
di coordinate xo = 0, yo = —1; esso interseca Iasse x nei punti + I e quindiz = —1

appartiene all'insieme. Per il criterio di Weiarstrass (cfr, §§ 1.5, 4.2) in tale insieme la
serie ¢ uniformemente convergente; infatti si ha:
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Ehdj 1
;:T f ¥ j I = ;2' [= termine gencrale di serie convergente]
117. Posto
z—j—1 i
2L
la serie diventa la serie di potenze
- 2n
log ( ) r
,;, n+1
Applicando il criterio del rapporto si ha:
log In+2 ]
. e ; n+2 ! log?2
—7 = =
e T 27 ’ log2 1 = I
1

118

108

Quindi per |¢] < | la serie converge; siccome per |¢] = 1 la serie dei moduli diventa
i Io 2n
= B+ 1

che diverge perché il suo termine generale non tende a zero (il limite & log 2) si pud af-
fermare che la serie data & assolutamente convergente per |¢] < 1, da cui si ha:

z—j—1
2+j

Quindi l'insieme di convergenza & il cerchio aperto di
raggio /5 e centro nel punto di coordinate xo = 1,
Yo~ 1.

z=—1l,cicg x = —1, y = 0, & un punto deila circon-
ferenza di convergenza e quindi non appartiene all’in-
sieme di convergenza.

La circonferenza di convergenza interseca l'asse
immaginario nei punti:

x—1)+@—1Y=5
x=0

<1 = Ixtjy=i—-lU<i24+j] - =D +@p-1P<5

Fig. 4.18.6
1+ =1 =5 - y=—~1,p,=3

per cui l'intervallo (aperto) di convergenza uniforme & [—1, 3].

La serie 4 & geometrica di ragione < per cui ¢ assolutamente (¢ quindi anche sem-

. x
Plicemente) convergente per - <1 — —7r<x< =7 chapersomma

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI

Posto 4 sen’ x =  la serie Bdiventa la serie di potenze:

] ""'
—1 Al
nZO( ) n+1
assolutamente convergente per |¢| < 1, infatti, per il criterio del rapporto, si ha:
MYontl
n+2
Vediamo ora il comportamento della serie B agli estremi dell'intervallo di conver-

genzacciotpert = lepert = —1.
Per: = 11aserie Bdiventa:

Un+1

tin

lim

n—+oa

=4

7 0

v sl 1,1
,,Zo —n w1 =1—- 7 + ? + ... [= serie armonica a segni alterni, semplicemente converg. |

Per ¢+ = —1 la serie B diventa:

Z 1 _:_ I [= serie armonica (divergente)]
n=0

In conclusione la serie B & semplicemente convergente per —1 < ¢ < 1, ciod per

~1<4sen’x1 - sen’"x%L - —iésenxéi —
4 2 2
- —-}sxﬂms% conk=0,+1,+2, ..

e assolutamente convergente per —1 < ¢ < 1, cioé per

g

6

La somma della seric Bvale 1 per 1 = 0 (cio& per x = kw); negli altri punti dellinter-

£<x+k1r=<..%siha:

—1<d4sen’x<1 — --%<x+k1r<

vallo [—1, 1} e quindi per —

=2

l'”l

\ " ‘n ___1 < n_l N f =i _ —
Si= L VT _T,,;, e Al S

r=1

1 log(1 + 4sen’x)
== 1 ——s, 7 7

t log(1 + 1) 4sen’ x
I1 prodotto delle due serie € lecito negli intervalli in cui esse sono entrambe conver-
genti ed almeno una detle due lo & assolutamente.
Detta C la serie prodotto, con riferimento alla fig. 4.18.7, si ha che ¢ possibile effet-
tuare il prodotto negli intervaili:

T T 3
——sxs_— —r<

e % 6 G TSX <
nei quali la serie prodotto C risulta convergente.
In particolare negli intervalli:

—n<x€~%1r
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5 T T 5
—rlxl ~—m ——— < x < — —nr<x<m
6 6 6 6
la serie C risulta assolutamente convergente.
convergenza
A Cr =] sempl. e ass.
B e&——eo *r—=s ———® semplice
c o—e 0 *—o0 semplice
B O——0 oO——0 O———0 assoluta
C o—a0 o—-0 o—0 assoluta
A AP 3. I
6 6 6 3 6" Vg6
Fig, 4.18.7

La serie prodetio ha per somma Sc il prodotto Sa- Ss per x # kw ¢ vale S4- 1 per

x = k. I suoi primi tre termini sono (cfr. P.29, §2.7):
cw=aobe=1

1= b + arbo=—2sen’x + %

16 2
1= aobs + @by + @by = —=sen’ x — —sen’x + T
3 ™ T

Per x = 21a serie data diventa la serie numerica a segni alterni:

N n 2n—1
,;(_') n@2n+ 1)

la quale, essendo verificate entrambe le condizioni del teorema di Leibnitz:

2n—1
i =1 == -~ - = usr (!
le Lin ;lrr]m @t 1) C e a1 (B}

risulta convergente.
La serie delle derivate é:

= ) 5

,,Z; ' (nx + 1y

Applicando il criterio di Weierstrass, nell'intervalio 1 < x < 3, si ha:
. 2

‘( b (nx + 1y

La serie delle derivate risulta percié uniformemente convergente.

2
< —3 = 2 (termine generale serie armonica generalizzata con p > |, convergente)
[

('} Cict la funzione ¢ decrescente per qualunque r intero maggiore di 1. Infatti, detta

110
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Poiché il punto x = 2 ¢ interno all’intervallo di uniforme convergenza della ¢(x), per
i} teorema di derivazione per serie si ha che la derivata della somma & uguale alla serie
delle derivate: '

\ 2
‘pf 2 — —1 ”
@ "ZO( e
Si trattaiancora di una serie a segni alterni. Vediamo per quale valore di m risulta
e < 107 (1):

2 -\/E—l<2

-1, 7
*Em—‘(lﬂ 200<@2r+1) n> 2
Se si approssima quindi £(2) con la somma parziale s; = w1 + tp = L si commet-

te un errore inferiore a 107", .

120. Posto
— 2'
z j _ ;

J
la serie data diventa la serie di potenze:

= o
’;]( I)rz]-l-ltn

Applicando il criterio del rapporto si ha:

. u,.+|‘=1im n+1 ar+1 e
n—so | n—wiin+ 1D+ 1 ar | =1

Quindi per [¢] < 1 la serie converge.
Per |t| = 1 la serie dei moduli

,;,n’rj[-l

¢ convergente, infaiti, per il criterio del confronto, si ha:

n n
"3 F1 < ;;j' = ;5 [= temmine generale serie armonica generalizzata con p>1, convcrgcn:z]
Quindi la serie data converge assolutamente per |¢] < I,
ciog per:
z 12 .
= <1 ~ 1z—z <1

L'insieme di convergenza & percid il cerchio chiuso
avente il centro nel punto di coordinate xo = 0, yo = 2%
€ raggio unitario.

Y

Siccomeipuntiz=jez= 5'<3'a artengono al
= = n
P . 21 =i app B Fig. 4.18.8

(1) Cfr. P.29, Serie rumeriche, §4.1, punti a) e b).
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cerchio, in essi la serie ¢ assolutamente (e quindi semplicemente convergente).

Per z = -% j 1a serie data diventa la serie numerica a segni alterni:

= . N 1
"; I T
la cui somma approssimata richiesta si ha per:

n 1

— 2 -2
Hn—n3+12,|<10
1 }
Siha: u.=-4—>102
2. t_ 1 -2
w=5 =g >0
3 1 _ 3 -
w=oe g = s~ W
4 1 1 i
= —=—x<1
M= es e - 230 1O
Quindi la somma parziale
643
:3=un+u1+uz+m=...=m

si discosta dalla somma della serie per meno di 107

Posto ¢ = ¢ laserie data diventa la seric geometrica
37
n=0

che converge per |t| < 1 e hasomma

1 1_ l;da]]a condizione |H < 1siha:

lef | = |8 VT =V <1 per ¥ — <0 ~ (x—px+»N<O

cioé la serie converge nella regione aperta deli-

mitata dalle bisettrici degli assi ¢ contenentc
I'asse y.

1 . .
La somma vale = ed & reale se tale & & ;

1—e

siccome

& = V= &Y {cos 2xy + jsen2xy)
cid avviene per
2y =km Lk=0,%1,%2, ..

ciod nei punti dell’asse y e nei punti delle iper-

boli equilatere appartenenti alla regione aperta

sopra indicata. Fig. 4.18.9

112
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la serie data diventa la serie di potenze:

1y
’;(—1) logn

Applicando il criterio del rapporto si ha:

LR

Un+i 1  logn

logn+1 | !

quindi per 0 < 7 < | la serie converge assolutamente,
Per ¢t = 1 la seri¢ diventa numerica a segni alterni:

(=L
& logn

lim

n -

In n— a0

g, in accordo con il teorema di Leibnitz, converge perché
. . 1

lim = lim

n—o= n—o logn

1 1
login + 1) % logn

=

Up+ 1 =

In conclusione la serie & assolutamente convergente per 0 << ¢ < | e semplicemente
convergente per 0 < 1 < 1,
In funzione di x si ha:

1

€nx

0 —1<1
Trascurando la disequazione di sinistra in quanto ovvia (senx < | sempre), si ha:

I 1 T 5
senx<2 — senx>7 — ?<x<?rr

L ; A . =5
cioc la serie data & assolutamente convergenie nell’intervallo aperto [*6-*,?7:'] ed

™35
6" 6

¢ semplicemente convergente nellintervallo chiuso .
Posto
z— 8
L=,
Zz

la serie data diventa la serie di potenze:

23":-1'1'”

n=0

il cui raggio di convergenza & R = 3; infatti per il criterio del rapporto si ha:
= lim _¥Ytn
n—w0 3+

Un+1

=L
=514

i
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La serie ¢ quindi assolutamente (ed anche semplicemente) convergente per

1

?|t|<l - 1 <3

cioé per;

z— 8§ . . . i
T<3 — Jz—8j| <3|z} — |x+jy— 8 <3|x+ ]y

X+ -8 <G +)yH —
L+t >9
ossia il campo di convergenza & all'esterno della circonferenza di raggio 3 e di centro
in xg = O,yu =-1,
Siccome il punto z = 16j appartiene al campo, la serie data & in esso convergente; la
sua espressione diventa:

N (16— 8 ¥
“’“6])_;,3"+n( 16j ) Z (3"+n)

che ¢ una serie a termini reali positivi e quindi con somma S reale.
Ricordando che § = sx + R, per determinare S con Papprossimazione richiesta biso-
gna trovare un R, < 107, Si ha:

FHy+2y—8>0

_ 1 1 1 1 1 .
R T L S A
| 1
= F P+ ? + g]f + .= W'(seriegeomelricacon q= % <) =
S U
6n+l 1‘_ i 5'6"
6
T | L . . 1 -
Se quindi ¢ = < 10 * a maggior ragione & R, < 107, Si ha:
1 -3 n
= = =
5'5,,<10 6" > 200 n =3
e la somma approssimata & data da:
" 11 304
”";,”"—'Jr +44+240_2640
Posto
& —1 —
& + 1 '

la serie data diventa la serie di potenze:

ilscnit"
n=1”2 n
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il cui raggio di convergenza ¢ R = 1; infatti per il coterio del rapporto si ha:

j ]

: T i o I o i

0 N T T
;Jﬁnﬂ

¢ quindi la serie converge per || <1 =T o
Vediamo ora cosa succede sulla frontiera. Siccome per [¢| = 1 la serie dei moduli di-
venta:

o
1 1
—37 sen—
=1 n h
1 cul terminl possono essere maggiorati con 1 terminl —7 della serie armonica genera-
n

lizzata con p = 2 >> |, si pud affermare che la serie data ¢ convergente pert< l ¢
quindi anche sulla c1rconferenza di convergenza.
Siccome per |7] < 1 st ha:

1 | 1
—sen—1{ | <=3
's n n

per il criterio di Weierstrass la serie data ¢ uniformemente convergente nel cerchio
chiuso 1| < |, da cui si deduce:

e passando atla forma trigonomeirica:

|e”i_y2 (cos2xy + jsen2xy) — 1| < Ie“h"z {cos2xy + jsen2xy) + 1|

|(e"2_”] cos2xy — 1) +j(e’8_y1 sen 2xy)| = I{e"z”’2 cos2xy + 1) + | (ef”l_}'z sen 2xy)|
(e‘l_)’z cos2xy — 1) + (e"z_"1 sen 2xp)’ < (e’z_"] cos2xy + 1 + (e"?f"] sen 2xy)
4" cos2xy = 0

ossia la serie data ¢ assolutamente ¢ uni-
formemente convergente nell'insieme

& — 11 < e + 1]

lt] =

— cos2xy =0

T T
o — SxyEs

2 + kmr < xy 2 + km
con k=0,+1,%2,..

che nel piano di Gauss & rappresentato
dalla zona in grigio della fig. 4.18.10.

Fig. 4.18.10

125, a) Poiché per ogni x si ha:

<l

n!

COS HTX
n!
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la serie data ¢ uniformemente convergente su tutto ’asse reale per il criterio di

. . . . COSATX .
Weierstrass; siccome le funzioni sono continue, la somma f(x) della se-

Tie data & continua su tutto I'asse reale (cfr. §1.7). Poiché la serie & costituita da
funzioni periodiche aventi periodo T= 2 (1), anche la somma J(x) ha lo stesso
periodo.

Per poter applicare il teorema di derivazione per serie (cfr. §1.9) dobbiamo dimo-
strare che le serie delle derivate prime e seconde sono uniformemente convergenti;
tali serie sono rispettivamente: '

N sennmx " ncosamx
Tt — 1) T ; (n— Dt

e risultano uniformemente convergenti per il criterio di Weierstrass, in quanto si
ha: ‘

senmrx‘<' t [= vermi m o ]
= fermine Beneraic di serie convergenle

=D =1

ncosnmx n

=D I = n— 1 [= termine generale di serie convergente]

Allora possiamo affermare che le due serie convergono uniformemente su tutto
I’asse reale alle due funzioni continue £(x) ¢ £7(x).

I grafico di f(x) per x = 2k {k = 0,1t 1,%2, ...) si deduce dalle seguenti considera-
zioni:

f2k)=1+ Z # Z — = ¢ [valorcdelia funzione perk = 0,21,..] {2
1 Aa=10

|
n= 't}

2ty =40 [punto di stazionarieta della funzione]
(k) = — = Z (n—fl)T <0 [punto di massimo relativo]
n=] :
L -
!l'___ | SOS E
//—%-K‘:\ /—n\/?‘!"\ i ]
| 5
F B
: i
f |
S ! P
A al x=0 r=p 5
k==1 k=0 k=1
Fig. 4.18.11

c) Poiche la f(x) soddisfa alle condizioni di integrabilita (cfr. §1.8) ed ¢ una funzione

periodica (cfr. §4.12), si ha:

SERIE DI FUNZIONI — ESERCIZI

m+2

[ oy =f02f(x)dx =f02(1 + 2002#)@ =

=_’;2dx+2£2$dx=2+0=2

n=1
Siccome, poi, la funzione ¢ pari si ha:

folf(x)dx =J;2f(x)dx = =fn:lf(x)dx = -:,lz—"(;zf(x)dx =1

[ valore medio dif{x) in T)

e quindi
m 1 2 m
]; fx)dx =j[; fx)ydx =_!; J(x)dx = .. =L_|f(x)dx =m-l=m

Poiché lim ML fds =lm _m=+o

si pud concludere che non esiste l'integrale generalizzato

+an
| fax
126. Posio
1+Z =
z

la serie data diventa la serie di potenze;
o

3, (1 +im

n=

il cui raggio di convergenza ¢ R = I, infatti per il criterio del rapporto si ha:
. 1+ @+ 0j !
— =1
},H-r-’m 1+ nj t" l4
ed il limite risulta ovviamente minore di 1
per |¢] < 1.

Vediamo come si trasforma il cerchio di
convergenza |¢; <1 nel piano di Gauss:

(.') Infatti cos{nw(x + 2= cos(nmx + 2nr) = cosnwx
(3 Si ricordi lo sviluppo in serie di ¢ per x = 1.

116

1t = 1+§ <1 — |24z <z o
lx =iy +x+ iyl <lx—jyl
axr < i+t
3> 3y
y<=3lxl e y> 3 1x
L’insieme di convergenza ¢ quello in grigio
nella figura 4.18.12. Fig. 4.18.12
117
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127. 1l diagramma della funzione nell’intervallo (—
4.18.13.

27r,2m) & quello rappresentato in fig.

ty

-E‘,r\\_:\____#’l/-." o mr %

Y

Fig. 4.18.13

Poiché la funzione ¢ continua insieme con la sua derivata prima, & possibile scrivere

Ja_s.f:n'i: di Fauri_cr ad essa assoclata che, essendo la funzione J(x) dispari, sara costi-
tuita da una serie di soli seni:

o

fAx) = gl brsen nx
Calcoliamo i coefficienti by

27 20T
bn=;j; f(x)scnnxdx=;j; x(x — mysennxdx =

m 2 2 w
f X scnnxdx——f TXSenhxdx =
1] 0

Sl Rl

[—-scnnr—*nzz_z 1“2—1 — = "‘—
2 = cos nx 1 7 Sennx ,, Cosnx L

_ 2 it —2 . 2] [ T n

-2 ey - Aoz y)-

Il

2T 4 4 2w
— =+ 1) — —a— + £ =
, CU ety - 2

4

nr

Q= (& of) £ e
i, per n dispari

Osserviamo che, qualunque sia n, &:
8
lbasen x| < (ba] € ——
nr
e che la serie numerica a termini positivi

8
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. Un+ n3
€ convergente in quanto =

n (n+ 1Y

Si pud concludere pertanto che la serie di Fourier associata alla funzione data & sem-
plicemente ed uniformemente convergente.

<1 (criterio di D’Alembert).

Ul grafico della funzione nell'intervallo (— m, 37) & rappresentato in fig. 4.18.14.
r 3
¥
1 =
4 e S
DR LR T R
Fig. 4.18.14
Paoiche la f{x) nell'intervallo (— , 37) & generalmente continua e dotata di derivata
destra e sinistra in ogni punto, pud essere sviluppata in serie di Fourier. Inoltre, es-
sendo |a funzione pari, nello sviluppo mancheranno i termini in seno, cioé saranno
nulli tutti § coefficienti bu, La scric & del tipo:
foy=24 >, a.cosnx
2 n=1
I primi due coefficienti dello sviluppo sono:
_2(" -
do = nj; sen2xdx =0
2 i 2 T 4 8
a = ;_’; sen2x cosx dx = -;j; 2senx cos’x dx = ——,J;;_—[coij];,r =i

Nell'intervalle (0, 27) la f(x), oltre che continua, & derivabile tranne che nei punti
x =0, x =, x = 2. In questi punti, perd, esistono finite le pseudoderivate destre e
sinistre (che coincidono con le rispettive derivate):

FO+0=2
far—0)=2 flr+0=-2
fCr—0)=—2

¢ quindi, in base sl teorema fondamentale (cfr. §4.11), 1a serie comvergs in utto Pin-
tervallo. In particolare la sua somma & f{x) negli intervalli aperti [0} e [, 27r] od &
zero nel punti x =0, x = =, ¥ = 27 (media dei limiti destro e sinistro in cigscun
punto}. 5

Cuindi il punto x = 3T cade nel suddetto intervallo di eonvergenza ¢ la somma
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della serie di Fourier in esso vale ()

5
f(Trr} =f(—i—rr—- 211-) =f(—%1r) ‘——f(%'n-) = seni-n- =-1

129. 1l grafico delta funzione nell'intervallo (— 2o, 47) & rappresentato in fig. 4.18.15.

BN s T

o 1]

Fig, 4.18.15

_Poich‘é la f(x) soddisfa le condizioni del teorema fondamentale, pué essere sviluppata
in serie di Fourier. Non trattandesi di funrione pari né di funzione dispari, lo svi-
luppo conterra sia termini in seno che termini in coseno:

fx) ~ % + ngl (@ncosnx + b,sen nx)

dove i coefficienti @, ¢ b, hanno le seguenti espressioni:

1 2r 1 w2 | 2w
an = —f f(x)cosnxdx = —f cos x cosnx dx + —f SN X COS nX dx
T~o gt} m w2

1 2 I T2 1 Im
b,,=—f0 Ff{x)sennx dx =—f cosxsennxdx+—f sen x senxx dx
m o menil

In particolare si ha:

1 w2
dg — ;j‘;

=
m

cos x dx +Lf2"senxdx —L[scnx]ﬂ"z—i[ =

pug P8 = L = cosx]m,z—
1,
T

1 2 1 2w
b1=—f cnsxscnxdx+—f sen’ xdx =
Tt rvr

0]l lma; ]’”’2 [x st:n2.wr]2’r i ( rr) 1 3
= —|—=—sen x + |=—— =l — e =T =
17'[2 . 2 AU ed2m i A i

("} Si osservi che la f(x) & definita in (0, m) e 5m/4 cade al di fuori di questo intervallo. Per determi-
nare il valore della funzione in tale punto bisogna riportarsi all'intervallo di definizione sfruttando
le caratteristiche della funzione, nel nostro caso la periodicita di 27 ed il fatto che essa & pari,
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Vediamo cosa succede nei puntix = wf{2e x = Trw/3.
In x = /2 la funzione f{x) presenta una discontinuita di prima specic. Poiché in tal
punto esistono finite le pseudoderivate destra € sinistra:

Hr)2) = —1
Hm/2) =0

per il teorema fondamentale possiamo affermare che la serie & ivi convergente e la sua
somma vale:

m ki
f(7_°)+f(?+0) _0+1_ 1
2 - F T2

In x = 7m/3 la funzione & continua insieme con la sua derivata prima, pertanto la se-
rie & convergente ¢ la sva somma vale:

f(%ﬂ') =f(-;,—1r = 211') =f(%) = cos—g—= %

Il grafico della funzione f(x) neliintervallo (—a,3x) & rappresentato nella fig.
4.18.16.

i

AR e e
"

Fig. 4.18.16
Poiché la funzione assegnata soddisfa le condizioni del teorema fondamentale, pud
essere sviluppata in serie di Fourier. Inoltre, essendo la funzione pari, nello sviluppo
mancheranna i termini in seno, cioé sono nulli i coefficienti b
Fi 1 =
fix)~ —+ 2 a.cosnx
2 n=1
dove i coefficienti a, hanno I’espressione seguente:
9 ™ 2 w2
an =—f J(xycosnxdx :—f Vx cos nx dx
a0 w0
In particolare si ha:

, Wy (@2 22 1 4 («)3_2 [
”“‘?-fo ‘/;d"_-.rr[a‘/;o “ar Y2 T3V 2

Vediamo ora cosa succede neitre puntix = 0, x = /2, x = 97/4.
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In x = 0 la funzione ¢ continua ma non derivabile, quindi non si pué dire nulla per
quanto riguarda la convergenza della serie.

Inx = /2 la funzione presenta una discontinuita di prima specie ¢ poiché esistono le
pseudoderivate destra e sinistra:

i
#{3)=0

possiamo affermare (teorema fondamentale) che in x = /2 la serie converge e la sua
somma & data da:

A5-o 5o |

2y

2 2y 2

In x = 97/4 la funzione ¢ continua insieme con la sua derivata prima, pertanto la se-
rie & convergente ¢ la sua somma vale:

)= - ar= i) = 7 =4 v7

11 grafico della funzione f{x) nell'intervallo (— 3, 6) & rappresentato nella fig. 4.18.17,

L

Fig. 4.18.17
Poiché la f(x) in (— 3, 3) soddisfa le condizioni del teorema fondamentale, puo essere

sviluppata in serie di Fourier, Inoltre, poiché la funzione ¢ dispari, lo sviluppo con-
terra solo termini in seno:

J(xy ~ 21 bysen _n%

dove i coefficienti b, hanno I’espressione:

3 2 3
2 nrx 2 nwx 2 nwx

bn = —-f e = —f = 2 = _f —_
3, f(x) sen 3 dx 3., (x— 1) sen 3 dx + 3, sen 3 dx

SERIE DI FUNZION] — ESERCIZ!

Esaminiamo Iintervallo (0, 3). Negli intervalli aperti [0, 2] ¢ [2, 3] 1a f(x) & continua ¢
derivabile, pertanto in detti intervalli la serie converge a f{x).
In x = 2 esistono le derivate destra e sinistra della f{x):

FC+0)=0
f2-0=2

pertanto la serie & ivi convergente ¢ la sua somma vale f(2} = 1.

In x = 0 e in x = 3 la f(x) presenta discontinuita d
pseudoderivate destra e sinistra:

SO =)= -2
A =/23) =0

i prima specie. Poiché esistono le

ia serie risulta convergente anche in questi due punti ¢ la sua somma vale zero,

132. 1l grafico della funzione f(x) nellintervallo (— 3, 3) & rappresentato in fig. 4.18.18.

S

=1, ~5 7 3 15 EE
| \ I |
| Fé ! |
-1 |
Fig. 4.18.18
1 coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier della f(x) sono:
I
2 ] 27 7
=1 —— = — Ddx=—
n 3‘];%a'x+3j;(x Ydx 3
21 2 2 [’ Inmx
nwx
=1 —— d. +—f x— 1) cos dx
aw=g) YTy Pty T heesTy
1 3
_ 2 1 2nmwx 2 f _ 2nmx
b,,—?"o‘—];-sen 3 dx+3 ] {x— 1) sen 3 dx
La serie di Fourier associata & data da:
do 3 2nwx 2mrx)
e~ S+ ; (a,,cos—3 + basen =3
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Il punto x = 3 non soddisfa le condizioni del tcorema fondamentale perché non esi-
ste finita la pseudoderivata destra. ! : -

Il punto x = ] ¢ di discontinuita di prima specie; esistono finite le pseudoderivate de-
stra e sinistra, quindi la serie ¢ convergente ed ha per somma:

JA—0)+A1+0) -1
2

Pl

Negli altri punti di [0, 3] 1a serie converge a f(x).

'In qualunque intervallo (g, b)) con0 K a < x< b < le(e,dHeonl <c<x<d< 3

Ia f(x) soddisfa le condizioni per il suo sviluppo in serie di Taylor (cfr. §2.9). '



6 1 IL MGTO IN UNA DIMENSIONE. Problemi
| 58 pruhleml conducono ad una conoscenza approfondita su
velocita, accelerazione, moto armonico semplice.

6 2 fL MOTO IN DUE E TRE DIMENSIONI. Problemi

« B pradfami condicsen ad una connscenza approfondita sy
vettori, matn dl w= proistiils, mato circofare wniforme, moti relativi,
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70 problemi cnndqcunu alla conoscenza della temperatura e ai suoi
efle1li, macrascopici € micrescopici, su solidi e fluii.

73 LA TERMODMAMICA. Prablemi
114 peoblami eonduzonn alla conoscenza del primo e del
secondn prncizn dulls treednamies o delle loro applicazioni.

Iq LAMPLIFICATIRE DPERAZIONALE. Touria od asareizi
33 penreid wude pplicasent |nanr o oo linzerl dall' il
cxlnte upprasonole. Dopo uee rapia @ coglits duscrivose delly
propraii del sneplificatern Iresis o ideale), 5| intoducs i ano schoma
enulvlente distingueads to na i ineeith = sxiwrnsinss. Si sissl
oo quindi fra | circuili rtrnazisasti cestunseti [ ampliticature
operazionale, gell pid comutersento usatl valo o i dorivaterd,
ilagrartari, combsatarl fnnon, comgaratarl, ..., w i tsmi ifi ssame i
arpagnaty| euposti & corsl & wediconica @ teaeln dal cirewidl, Talln
maior pariw dei cirest] proposti veagaas calenlain in mnpedeazs (i
ingreass & scita o b funzinse di teosdiments-in feoms cimpleses,
rnppseniandong § dagranani i Bade,

?5 ELETTRASTATICA. Tanrin od ss=rcizi

07 esefelel el principi fondmventol dell' reratatica. U
rima parte & dedicada allo stwda dei cmpi scaan e weitdnd Birn
Buzende |n propeiets de campi consarvativl, imitazionsl, soleseadall
i passa quendl lfa risolurinne g5 tami o esame guantant il comps
alstirics # # polenziale delln pil svariste @bt Ssomie @
vontiue i carien, gl a8 dopsi ot & covea, | guss sheric,
I'nveia siwstraatstion di sixtami 1 zariche disirbsitn o prsifonn

76 EEUN!E_THIA DELLE MASSE E GEDMETRIA DELLE AREE.
sercizi

10 esercizi svolti sia grafi te che i te, preceduti da

una parte intraduttiva, per la piena comprensione dell'ellisse e def

nacciolo centrale d'inerzia.

?‘ CINDENSATORL Tevria ad saareisl

BB moarfil sipmardent] gl vt commsment dekiess i
mait soln] mel temi Ao i Elstietatien sui condhnzater], plas,
sfericl, citidricl; dal calonia delly cariche mio (Effarenion A porerivie @i
it i pemdesatond calégali b fors el madn pin ssarmts ako susdo
dide:yariaani ) wegin ceeasts dalingorimants totale @ punidie, i
IE. i armsdur, F e o wio o pis disistine e d amne setadiche,
diatingoonly 5 secusda e cail spmrazion eyt it uate o cinca s
o yiiewinke nustanta. Vesgqis infiin Aol prenlem) st ol saica
elettrina cho pod et el dislstines inssrpemte -t de amstus b s
cundenyatarn o sslle rigilih debatirion,

7 LE STRUTTURE ISOETATICHE: Esercizi
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43 MANUALE PRATICO PER LA RISOLUZIONE DEGLI
ESERCIZI DI SCIENZA DELLE GOSTRUZIONI

Song sinteticamente esaminati gli argomenti implicati nella risoluzio-
ne dei problemi di Scienza defle Gostruzioni: strutiure isostatiche ed
ipersiatiche: cedimenti di vincoli e dilatazioni termiche; diagrammi
delle azioni interne in strutiure con carichi distribuiti

4 TERMODINAMICA DELLE REAZIGNI CHIMICHE. Parte
prima

A7 esercizi ed esempi concernenti Fenergia interna di un sistema, la

capacild termica delle sosianze e I'entalpia associata ad una tra-

sformazione termodinamica

4 TERMODINAMICA DELLE REAZION! CHIMICHE. Parte
seconda

51 esempi ed esercizi concernenti entropia, energia libera, costanti di

equilibrio.

46 ACIDI E BASL. Parte prima

79 esercizl ed esempi concernenti |l calealo del pH di acidi e
basi forti; acidi e basi deboli monovalenti; acidi poliprotici; basi polia-
cide; anfoliti.

47 ACIDI E BASI. Parte seconda

79 esercizi ed esempi concerment [drolisi, le scluziani 1am-
pone, le miscels di acidi e basi, ofi aculi e le basi in selventi non
acquask

4 CIRCUITE ELETTRICI IN CORRENTE CONTINUA. Parte
prima

33 esercizi sulle reti eleltriche Yineari per illustrare i principi di Kirch-

hoif, il principio di sovrapposizione degli effetti, i tecremi di Theve

nin, Morion e Millman, il metodo dei potenziali & nodi, il metado delle

correnti cicliche, il principio di dualita, i teoremi di reciprocita e di

sostituzione.

4 CIRCUITI ELETTRICI IN COARENTE CONTINUA. Parte
seconda

41 esercizi concernenti la patenza elettrica di un bipolo, ie perdite ed

il rendimento di un sistema; la risoluzione i circuiti elettrici conte

nenti generatori pilotati; lo studio di reti contenenti resistori mon

lineari e diodi ideali

50 CIRCUITI ELETTRICI IN CORRENTE ALTERNATA

65 esercizi conceroenti la risoluzione di reti elettriche
regime sinusoidale e l'utiizzo dei diagrammi vettoriali; potenze e
teorema di Boucherot; rendimento di una linea eleitrica in regime
sinusoidale e rifasamento del garico

5 LIMITI £ CONTIMUITA DELLE FUNZION) DI PID
VARIABILL Esereizi

44 esempi ed esercizi risolti per mostrare vari metodi di calcolo di

limiti di funzionj di pin variahili reali; per risolvere problemi inerenti

alla cortinuitd in un punto ed al prolungamento per continuild di

funzioni di due variabili reali.

52 ESERCITAZIONI DI ANALISI CHIMICA DEI PRODOTTI
ALIMENTARI

54 esperimenti pratici di laboratorio; analisi centesimale; analisi del
latte @ dei formaggi, delle bevande analcoliche, dei vini e degli oli;
analisi strumeniale: spettrofolometria UV e di assorbimento atomico
e di emissione; cromatografia liquida ad alta pressione; gascromale-
grafia; metodi efettrachimizi.

53 INTRODUZIONE Al PROCESSI STOCASTICK LE CATENE
Ol MARKDY

12 esercizi e numerosi esempi per meglio cemprendere le catene di
Markov, modello matematico naturale per molti fenomeni fisici,
hinlogici, economici e sociali. | processi di Markov si ritrovano nelia
pianificazione a breve e a lungo lerming di una produzione industriale
di complessi interdipendenti

+t - Thwss

54 ELETTROCHIMICA. Esercizi

31 esempi ed esercizi completamente svolti, concornenti ln
conduribilita degli elettroliti; le leggi di Faraday e i pracessi elattroli-
tici; gli equilibri di ossidoriduzione & i polenziali elettronicr; il calcolo
tella {.e.m. di cella.

55 LA TAASFORMATA DI LAPLACE. Parte prima. Proprietd
e applicazionf

40 esempi per descrivere Puso della trasformala di Laplace nell'ana
list der sistemi differenziafi lineari e stazionari, in risposta a segnali di
ingresso anche non causali. L'integrale di definizione viene applicato
ad un unico esempio da cui poi, applicando elegantemente le proprie-
14, si deducono le trasformate dei segnali pit comuni, Come istante
iniziale neil'integrale di definizione e nefla formula di derivazione viene
specilicalp 1=07, anziché semplicemente t=0, illustrande nei detla-
pli le conseguenze che derivano da tale pracisazione.

5 6 LA TRASFOCRMATA DI LAPLAGCE. Parte seconda. la
funzione di trasferimento

23 esempi di calcolo della funzione di trasferimento per sistemi fisici

di varie genere, elellrici e non. Partendo dal significato di funziong di

trasferimento si arriva alla deserizione delle sue proprietd e ai metodi

di rappresentazione grafica, ovvero i diagrammi di Bode, i diagrammi

polari e quelli di Nyquist

57 00PPI E MULTIBIPOL!

49 esercizi sufla risoluzione delie reti in continua e alternata
utilizzando la rappresentazione di circuiti a 2 o n porte. Vengono
descritte le matriei caratieristiche e Je (rasformazioni di rappresenta-
zione per un doppio bipolo, i circuiti equivalenti e i possibili collega-
menti tra doppi bipoli. Una particelare altenzione & dedicata ai circui-
1i contenenti il trasformatore ideale e il doppio bipolo indutlive.
Infine, per i multi-bipoli, viene ntrodoitz k2 matrice delle ammetenze
indefinita che permette di calcolare molto velecemente, partendo dai
parametri di un {p-1)-polo ricavata da un r-palo in cui si & definite un
morsetio come riferimento, i parametri di un qualungue altre [n-1}-
polo ottenuto sempre daflo stesso n-polo camhiando perd la scella
del morsetto di riferimenta.

5 STUDIO AVANZATO DELLE FUNZIONL Parte prima. |
quesiti da esame pid impegnativi

95 esempi. Dopo una rapida descririone dei grafici delle funzioni
elementari pit comuni si descrive come, con semplici traslazioni,
simmetrie, e applicazioni di valori assoluti, si possa ricondurre a
semplici modifiche di tali grafici 'o studio delle proprieta di funzioni
anche di notevole complessila. Viene poi approfondito it metodo di
studio di una lunzione facendo opportuni richiami i teoremi della
teoria e affrontando i problemi pit difficili richiesti in sede di esame
scelti Lra 1 temi di analisi |

59 STUDIO AVANZATO DELLE FUNZION]. Parte seconda.
Scomposizione in sequenze di operatori

B5 esempi per capire come il grafice di una funzione viene modificato
dallapplicazione degli operatori pil comuni, tipo reciproco, esponen-
ziale, radice, fogaritmo, polenza, ., e per saper riconoscere le se-
quenze di tali operatori nell‘espressione di una funzicne da esame
risalendo al suo grafico solamente tramite le loro proprigta

ﬁ STUDID AVANZATD DELLE FUNZIONI. Parte terza.
Composte e primitive

36 esempi. Nelfa prima sezione viene illustrato il metodo di composi-
ztone che permetie di rappresentere il grafico di una funzione da
es@mg quandn risulla composta da una sequenza di operatori di
espressione qualsiasi {non necessariamente fra quel¥ trattati mella
Parte seconda), sludiando solamente le proprietd degli operatori
componenti. Segue una sezione dedicata alla risoluzione dei quesiti
pil sichiesti nei temi d'esame riguardanti la deduzione, dal grafico di
una funzione, dell"andamento di una sua primitiva, cioé le modifiche
che l'operatore INTEGRALE apporla al diagramma di una assegnata
{unzione

2l continua sull’ultima pagina del volume



