| VOLUMI DELLA COLLANA ESAMI

1 SISTEMI O] EOUAZIONI LINEARL Esnrein

43 moroin nzoill @ daans fomizoann ovelficece quidd
pratiza allo rislurions dei sistemi i equassnd fnend, Vongenp af-
frentat 47 gibemi non gmagened fondarental, 8 sistemi pmogensl
Fandwmentall, 10 sigtemi paramatrisi. Compendang gli argement|
frwtinti B temi d'mamn nzotil,

oS

2 TRODUZIONE ALLD STUDID DELLE FUNZI0H
Gulds nfa conoscenca dogd amomesil besdar per la nudio
uztematicn dells furneant: disaquaioni, valod assolub, samezone di
radles, Tunzioni inveree, calcolo di periods, Lewdl, fericdin, mc, GE
Brgoment sena coraden di waeRiz maplicativa ne qual 2le eans -
ranan alge|cta & ghieneta l'interpreinzionn grulica

FLUEFONI D& ESLME

B7 Dunginsd acelin par dara un‘appsnilune peparazion all's
sainm Eenteo ga ANALIS] ), Bgemma di asin & awhin inlegreimenta in
manda A ilm dare [aeikeants corgramsihtia ed ogni opeazions diffic-
In [lewiii, derwsle, .| 4 psaguite. Tuiti | geafici s stati reslinza i
con ['anglio i calcadetone

-,
LIMIT, Eanreisi
| 53 A0 esempi ed eseicin sodlii m mado da condura (o studes:
fo i epemis caloo 3 il dl Jungione comitfoue complzato o i
nualslusi tpo: Punrizei razinnak e ireziznali, funzionl [oganimicks ed
wipanonzlet, Funeisn cirgslar dimtte-ed mweme funzioni ipeibaliche
dimes & inveEse,

OERIVATE, Bumedil

257 nparrari i darfrxnona di fooani in cocrdinele £arozias
Ik oiogones, m goordnato peemalnche & palere Denvarizee ci
Turunani ezpkeite od nplkelre, 3d unp o w dus yarsbili, Darna e suc:
capsive. Diffanmnziad, L'pglicasioee dela derinata & probieni ocnki
lundzoniadi ka b0 scopo A rendere mere diflicelow lo =tsfo dein
zramze appleaie.

E INTEGARLL Enarclal

274 miagrelr momplulamenie puolts prickduli de une parke
intigdultha comprendante richumi & algeirs @ di lAQoneceIna
aicnlio o iperhokes.

NLEEBRA DELLE MATRICL Voluma prime

170 mmmini par- spiegers ngesicomdivio b loggl cho gover
nina I'wigehes delly matnct mtepretazions veitonale dofe masrl;
ploprietd e determisanil; sicerca 08 ranga o una marice; appice:
rinmi dai dorarmizant] ala delugionn 44 sisters i eguasioni lineari,

H ALGEERA DELLE MATRICL Vaolump spoondn

180 pszmpl ed esecie per. (fuztrare m modo elliceee gh
apmzi wnitorinll fe tasfoemanond lingarl, ta ricorca degh autsaalon o
dmqli nisteatton di une matice, lo matrist sl 0 1 prccadimant par
frurgoinnrenm o per ciagonelizen und malnce! wpmcRiml §
coneho o uss|da

L'ALGEBAA DELLE ManTR[C) E LA AISOLUZIONE HOEI
GISTEMI DI EQUAZION] LINEDR]
i sisqinm UTCNONel, WO OTEGANEL PETEMEIFICL  DIgoneer
nllrantalr con d walodo di Gaue Jordan, E pil alfcaee nalle rsolu-
none da proddemi lecnie.

<=1 centinua In saconda dl ceperlina

€ 5,50

1 MUREER) COMPLESS] ]

100 amerila puldleant pir acqwm [g pratics nevasan aul
rawsri complzani nela lore qualiro forma B e Megin faeere ¢
corcolls apnci espmaw el modo i skmentre pozaikily, 22 1em
dre=nra ictollr

1 1 COASE PROPEDEUTICD O MATEMATIER PER GLI
STURENT| DEL FRIMD ANND 01 UM IVERSITA

204 ewempi @d wnorelzi: dai pobnpmi o3 diseeediont dai Ipsarimi

alke funzcni Inganammbiche: | fordament dells moiescns nemzan:

1 ger adtreriarn inmadn scuro i £bodi uninerute.

1 2 L0 STUDIN DELLR FLUMTIDNE

35 Punzicer o vio lipo, pracedute de une para sradutlive
unenen fa funnone di ireecin pur To Sydio di gualiioe fneone Cor-
nrdnll di numaron memp ed awrod tono rallall dasquaziom,
walori aasnluti, qabagone di radiol luneiod imeeras; cal:ol di pam:
i, lmlry, deriynle, wrc,

1 3 IL LIMITE
137 meereen eeolll ur comdyra 1o alwdonle sl un'igavela
ricarca i limib di funeinl di quakinio £po o cmunne comalicaln

1 4 LA DEAIVATA

215 nperciei di dermaziona di funzion vaio lipe. emlicice nd
argilicile, ad uin @ o dow vanabil. Oiffereecull darmats spmsive,
Eignifizatn cd applcazion dole dormata,

1 5 L'INTEGRALE

2500 mearcen di infegracuse & frrhanl di yiio Tgm; heena la
acoeg di condurs gradusimenta lo nludanie wd una repiy [wlinrie:
Jajmrig cun ['operaiom integrake.

1 CIACUITI TRIFASE

38 aobroa conzormnti Canalisi & me RlIaee 0 fepeny 20w
pzidnle; rat SmeTmbiche egdlisann o don aquiklickla; sutem Ieilian
simmatnci con qeutre. Miwrn di palenze slhve. raallie, ppaneli
nes sinjmip Gidgr,

1 ? CAMPFI E CYACUITI MAGNETIC]

46 aaertare conphylamonte 3vgdll, CONCETIENT CAMS 0 ofCld
Il megnelice indullor mubamante aocoppuli, amn mescwtiche
canmrwin dalle corranti elnlliche, eloliromegeii,

1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI
74 esomizi per acquizie o taonics moaaans ad §itmted
L e fihi iflir ongugli el lom it suar le Forma

1 9 CEOMETALL ANALITICA NEL FLAND

173 eereni aunlh cincidogt 14 potls e w8 yee f2rme
@ |n sun progrmeld; dmesi ob ral1n v CEsirn peopnad & B emtn impre:
fuiir; fraslictom m rolaccna degh sasi di ienmenio; luoghl saomin-
«1; ciconlianda o sha prpmiold; conizhe n lfema @nmica; alless,
parnbole iperholey funuone uragrafea,

15BN BE.85255.29.9

I

9 '788885 ESEJ?&"

Giulie PANZARASA
Salvatpre TRIBULATO

SERIE
NUMERICHE

ESERCIZI

9 4 pzareizi svolti conducono gradualmente i lettore dalle

progressioni aritmetiche e geometriche simo allo studio
dalie sorin a termini reall fi qualsiasi segno, atiravorsa |'esame dei
divarsi critar di convergenza: critenn el confronts, del quoziznte,
dob rapportn, della radice, df Kuemmel, di Reabe, dell'integrale




(Giulio PANZARASA - Salvatore TRIBULATO

SERIE NUMERICHE
ESERCIZE

i

EBIZIONI TECMOE B.7.1. — MILAMD




INDICE

1. UTILI NOZIONI FONDAMENTALI

i.1.- Progreszioni arivmetiehe © geometriche ... ... .. ool oinal. doopoooooaon
1.2- Somma di 7 lermini di Una Progressione arilmMEnEE o, 0 e s o ven s vneees ]
1.2.- Somma di 2 lermini di UNa Propressione PEOIMELMCA v 0\ )0 v o erernereness g
1.4- Samma di g iermini df una successione, ...y eeennenn.. 000 R A 0 e !
1.5.- Limite di una SUCECEEIONE, » ovyvvnerevnnnnn. b 0T o0 o P P R e e

1. SERIE NUMERICHE

2.0.- Generwlild .. oooen e .o, P R e R —— i |
2.2~ L SETiE BeOmielrits ..o ve e, oY D ———— "IACM0 0 0 (R0 S 0 a0 o O 23
2.3.- Criterio generale di Cauchy ,................. L1 e e ey to-irnen 23
2.4.- Condiriane necessarie per la convergenza . _.......... 10000 A0 0e00000 000s 25
2.5~ La serie armoniol oo oo eeeaa. g OO0 (OB 00Ba06aRaE e W 26
2.6~ Resio di unae scrie & suo compartamento ... ... 0 e O e e Y
17« Somma. differenza & prodolio di SErHE COMYErEEMLE « v vvtet i ene s ernens 20
2.8~ Serie & vermini reali pasitivii,caaaeien o 1 verians 0

& COPYRIGHT 1886 - EDIAOMI TECHDE wr.l.

J. CRITERI DI CONVERCENZA E D] DIVERGENZA

1.~ Crilerio del confrenta, .o vviven i nnnnen oo B e j0cpooofno  &f
1.2.- Berte armonica peneralizzals o serie o ... 100000A99000000 860008 a1
Y- Crieria del guozfeme .. ooevenen.. 073 000008 POoOnDASOon 10000094 Gno000an 2
Ad.- Crilenio del tupporte o di d'Alembert .-, ...... 20 0D0000=m0000a000s 1ooooh |
1.5~ Criterin dells radice o di Cawchy ., cocvinnnnnnn.. OO a R R a8
1.8~ Criterio di Kummer ................. T I. A GO0000000S 2000000 an
A.7.- Crilerie di Roabe....... 100000 000 00000aeaoas T ciiennes 81
Ab.- Trnero dellintegrele o di Couchy .0 vvievcninnn. .. T 43

4, SERIE TN GENERALE

4.1.- Serie slternuie o o segai alierni. ..., .. I o I T00000000c00006a0 44

#.2.- Beric s termini reali e di segna qualsiasi. Convergenza assolua = condizionate.. 50

4.3~ Esercizi proposi .o ..ocouiieeaavaa.. 0 s el e e i B oAt PO NOnas o 52

Stampa delta EDIZEN TECNOS w1, - Milano 4.4.- Esercizi dlesame , _ .00 iiiiaeeeaas A e s T &
YTa Bucallal, 33 - Tal. (02) 25 17 B34

5




SERIE MUMERICHE

1 - UTILI NOZIONI FONDAMENTALI

1.1.- Propressiond aelimetiche e geometriche
Considerinma una sequenza di numeri quele ad esempio

o 2,58 11,14,17, ..

Tale scquenza & costilnie medianie una ben definita regols alls quale ciascun Lerminc
soddisfa: nell'esempio scelto cinscun terminc & dato dal precedenie aumeniato di 3 (o, e si
vuale, dal ssguenie diminuito di 7). Le regole ci permetie di determinare il (ermine sucess-
sivo e di estendere |a soguenza sino all'iafinino,

Una sequenze di numeri soddisfacente ad analoghe condizioni & dens successione o
pragressipne numerica. Cosi

by 2,4,6,8, .. & yna progressione arllmelica
{regoln; ogni termine & dato dal precedente aumentate di 2}

) i.%. %. % ¢ unk progressions geameirica
fregols: ogni termine & dato dal precedente moliplicate per 14 2)
[

[,—2,1,5, ll,?, . TIOD & UTA AUSCESSI0NE DUMELica
{non esiste una regole che permetin di delerminace il termine

successiva di un quelungue termine].
In generale indicherema con;
¢ il primo lermine
vy il secanda werpline

uy; |ennesimo lermine
La suecessions, in generale, si indicherd con
By, MY, MY, Bdy eey By eer [1.1.1]

5e la regala (tegas di formazione) & wale che ciascun termine & dato dal precedenie pit
una cosLante o {della ragione) [ciT. es. a), h}] la sequanze & una progresvione ariimelicd, 3¢
ln regola & Lele che cinssun termine & dato dal precedénte molliplicalo per una costanls g
(deuia ragions) [cfr. es. ¢)] la sequenza & una progressione geomelricd,
L'ssempio: a} & qguello di une progressions arivmetica di ragione d = 3;
by tquello di vna progressions aritmeiica di mgone & = 2;

cf tquello di uns progressione geomeirica di ragions § = oy
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1.2~ Semma di n lerminl dl una progresalone eritmatles

In base alla definizione una progressione ofiimeliva avenle ragions d e prima erming
W) 5 pud, 1 generale, seriverc:

Mt w4 28000+ 3, L (0 [L:21]
Cosicché L'm-csima Lermineg &
wo = in +tr— 1}d [l.2.2]
E lacile verilicare che

a) la somma di due 1ermini estremi (1% ed ©™'™) ¢ upuale o quella di due termini r:‘quidi—
sianu degl estrenti [ad esempio 2¥ ed (n — ™ 3% ed (0 — 2)™™, ece] Infatu

)+ v =y [+l — 1] =2 +Hin - 1)d
Ut =+l (a—Dd] =0+ [w = 2Dd]=2u + - U

Esempio.
1. Sia i = =7: costrairc la progressionc ariimelica di L0 ermini di raglone f = 3¢
werificare "asseria a).

La progressione &

=7, —-4,=-1.2, 5.8, 11 4, 17 20
5§ ha:

i+ uwp=-T+20=13
ittty =—4+ 17 =13
mtu=~[-+14=13
wetw =2+ 11 =13
we+wy=35+E8=11

Sulla base dell'asserioa) si pub dimosirare che
b} la somma £, dei prioti o termini di una progressiene arinmetica di ragione o il cui prima
teTmine & wy, &

S.=n (u. + f'—%-ld) — %[iu; + (- 1] [1.2.1]

Infauti
Se=utmF ittt ottt =
= {uy + wn) + (mr ot o o)+

{11 Bi esservi che nel termine di posio m compaie {n — 1) come coefliciente diod.

H
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1 numiero di binomi in pareniesi & meid di A e per l'asacno a) lc somme in paccnlcsi
sope wone uguali. Quindi:

5. = "—;:"{ul + tin) = [perw(1.22]] = %[u. +t + (1= )] =
bl
= {2+ (= De] = n (m + "Td)
Esempi
2. Trovarc la somma dei peimi 50 imeri nawralj,

Siwratta i une progresifony aritmedca con ragione & = | e primo lermine L. Quindi
per la [1.2:3):

0-1
.&'m=SD(1+T~I)=25{2+49}=25'51 = [ 275

3. Trovare la somme dei primi 200 numeri dispari.
Siralla di una progressioee aeitpietiva con ragione 2 e prima lecmine L. Guindi per
le [1.2.7]:

Sum = %{2- | + {200 — {}-2] = 1002 + J98) = 100 400 = 40 ()

4. Trovare la eomma dei primi 35 wermind della progressione arnmetica:
2, 8.4, 0,4, -8, =12, ..

Sihay n =12 o=-4,
Per la [|.2,3]:

fu = %[2- 1245 —- =4 = —35:'{14— 126} = -3;'[—”2} =—13 3=

= =1 a0

1.1.- Samma di 7 terminl dl une progressione geomeiricn

In base alle defnizione upa progressions geoserrica BYenle ragione ¢ € prima wermine
uy, in generale, si pud scrivers

M g, g, g . (1) [L.a1]
Cosicché Pr-gsimo wermine uy, &:

tin = uiq""" [1.1.2)

(" 50 osservi che nel termine di posio R cempare (v — 1) come saponente di g,
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a)y Aanche in questo caso & facile weérificure che 1l prodotto di due termini escremi {1° ed
™™ & uguale a quells di due lermini equidisianti dagli esiremi [ad es. 2" ¢ (n — 1179
Fedin — 2)"™; ece.].

Infani:
Uy =1 thgt T = g

Wl =g =g g i =wig

Exmpia

5, Sia u = 3; cosiruire |a propressione geomerriea di 10 wermind con regione ¢ = 28
verificare I'asserio &),

La progressione &

1,6, 12, 24, 48,96, 192, 384, 7648 | 526
31 ha.

e =301 516 =4 608

Wity — B T6E = 4 60A

pyouy = |17-384 = 4 60A

gy =24 192 = 4 808

by = 48- 06 = 4 608

b} La semma 5, dei primi « termini di una progressions geommerrica &

— l qﬂ _ [} I-I'“}".I
:.*.-u.(]_(;‘—]_q‘)_l_ﬁr = [1.3.7]
| afani;

S=mtogtuwsd +tmg Fug'+ ot wmg! [L.3.4]

mohiplicando 1* ¢ 1" membro per = 4
—g Sy = =g g — g — g —wg + . g [1.3.5]
Sommande membra 2 membra la [1.3.4] e 1a [1.0.5] si ouiicne:
Se= g5, = —ug
11— 4" l
((-pS=ull-g) - Si=wj—0= (———‘i"—)

Esempi
6. Trovare la somma der primi § termini della progressians geomelrica avenic Tagone

l ]
g=7 ¢ primo termine 3.

La progressione &

SEAIE NUMEKICHE
23 3 3
6" 32" 44 " JIB "7

Per la [1.3.3)si he:

3 3 1
L3 T

s g D) o @] 5o ) s 2 2

=i

L
2 2

7. Calealare il 157 1ermine delle progressione dell®ss. &,
Per la [1.3.2] si ha;

B o O
uu=J'(T) =S

8  Trovare 'espressione generale della somma dei primi v interi nacorali,

La sequenza & une progressione arivmetica di regione o = 121, 2, 3, 4, 5, ...

Per la {1.2.3] 51 ha:

il + 1
S..=ﬂ'(l+”—},.'-l)=n'ﬂl2—=%I[1'1I+I]I

L.4.- Somma dl 1 derminl dl uns successians
La somma S di v teronini di Une successione

Bla L2, H7y caey Upy oo
- [e]
siindicacon ¥, m=uw + uz 4+ . 4+,
=

OVE M, & il Lermine g™ della successione,

Cosl, ad ssemmin:

rin+ 1)

IR
3 {2 60+ ISF2+284 . + >
1=1

Ll
¥/ klasomme dei primix interi naiurali

LN
L P
;IJ ¢ In somma dei quadeati dei primi » inlerd nawsrali,

Eszmpi:

I rermine generale della suceessione dalles, A& u, = .
La somma dei primi 50 lermini & quindi (clr. es, 2):

all
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1
EI F= 12715

Nell'es, 3 & up = 20~ |, quindi il dsultato deli'esempio pud essere serinn
300

EI (27 — 1) = 40 D0

Nell'es. 4 & w4, = 18 — dn, quindi il risullato dell’erempio pud essere scritio

1
r‘El (16 — 4y =— | 960

: b - ; .
Mel caso dell'vsempionf g M, = T ed il risuliaie dellesempio pud essere soritlo

E 1 Tha
= 2" | 28

Mel case di una successions (progressione) ariimelica di ragione «f ¢ primo lermine n &
te =y + (r— 13ef, gquindi per la [1,2.3] si he:

E"-I i[m+!-’— J}fﬂ—n(H|+Tld) [1.4.1]

MEnLCe pér una successiont [progressione) peametrica di ragione g ¢ primo terinine ny &
un = ag"" ", quindi per la [1.3.3] si ba:

A i T l n
}h’i=g.!nq = I (m_]_:_,r_q) [1.4.2]

Consideriamo ora la fequenza numerica seguenie;

O S+ T - T | Y [ -
o Tre TR0 TR R o e [f.4.3]
2740 BT 16T 127 ol
A prima vista ¢ difiicilc individuare 1a regola di formazione ditale sequenza. Mentre i
denominalon crescona in proporiione geomelrica (g = 23, 1 numecatari pon seno in pro-
greysione geamelrica né in progressione animelica,
La sequenza pud essere scrilla
I I ] 1

1+T.2+T]+—3‘ 4 + == E 5+ﬁ 6+H

In guesta forma si individva bz regola di Tormazions, ad csempio., del T Lecmine
1 Y. 1T
(’.l' AN TR 78 ¢ quind) dei successivi,
il 1ermine generale wa di take sequenza ¢ allora costituito dalla somma:

1

rr+? per n=1.2, 3435

SErIE WUMERNLCHE

Al varigre di n il primo addendo cresce in progressione aritmetica (ragione o = I,
primo termine 1); contemporaneamente il secondo addende decresce in progressione geo-
metrica {ragione ¢ = 1/2, primo termine 1/32),

Alla richiests:

9. Culeolare la somma dei primi o weemini di tale successione ciod

N |
2 (,‘ o ?) st pud rispondere in due modi:
I

=

1) .s:ﬂ:(1+-i[-) ] (z+7:~)+(3+—;-)+...+(n+51;)=

=(l+2+3+44+. +m+ (%+11—+F+...+E;)=S|N+S-n

Il primo addendo per la [1.4.1] di:
Sin= % i= 2+ 1)

Il secondo addendo per o[ 1.4, 2] dé:

I | | 2" 1 1 N
S = == = I\ =)= s=E-t
f-s,-:,z 2 TR PP 2(2 2’")"'_2"' 2
2 2
Per cui
2-[

SN=SIn+S}p 2{1I+J]+

a

2} E(J+—r)=_§r+ —.ir "{n+”+%(2——]—,!)=

i=1 2
_nnth 1 _nlatl) -t
5 tl-m=—3 =

L'ugUHIgIJanza dei risultali attenuti nei due modi ei assicurn che Ja sommatoria gode
della propriewd distiributiva nispelio alla samma, ciod

E LAD £ glit] = lﬂll + E el [L4.4]

Per escmpia per n = 6 si calcola la somma dei primi 6 termini della sequenza [1.4.3]:

[}
. J) 68+ 1) -1 83 |
i+ =)= 5y _ 1407
,,E.( 7 2 +4 P ey
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Drata la sucesstione
LF ¥ 58§ . &

- A
calecolare 5, = 3 7 ciot la somma dei quadraii dei primi s numedi interi paturali

La successione pud ossere Scrittu;
L2+2,3+234+1 . ntn+n+na+t..,

rvolle
e la somma de cateolare:
(l+24+34+..+m+2+34+. Ry 3+ L bR tir=14+n+n

Ognuna delle frmme in parcnwesi & una progressione antmetics con ragione f = | ¢
prime lermine rispettivermente 1, 2, 3,4, ..., (7~ i), o

Per ta [1L.2.3] 'espressione

S¢={n+!—!'!(i+”—;f) oon

rappresemia, al variare di i, ciescuna delle somme suddeiic:

] e K PR

per {=1 la prima somma
per {=2 |g scconda somma
per i=1 la Lerza somma

o ENIIHE

per i=n  P'n™ somma

Pertanto la somma cereats si pud serivere:

n ey "
E[{n"l-l—”(f'i' ”T‘)]=';-E{JI'T“J'1+H+I}
=1 =1

Si osservi che, sviluppando la sommatoria, ghi addendi n’ ed 5 compaiono 1 volte, per
cui;

L)

;gltn:-:}—u'n = '_'Tn’ =n -—E.' l{u+l]-rr "+ Z;—n’+ i:
= =

Pertanto

i‘rf=L[i{n’~;]+ S (n+ 0 —Ln’—li*‘+~L1+L""

/= 2 L& - 2 2 = 2" X TS

B = R I |

Tlgli' = Tnj + 'z-n' e “‘E‘Igrf = [efr ex 8] =?n1 o "I'._"- + %n{n 4+ 1)

ir’=l 2::'+2n1+n:+n_;![2::1+3n+I}_:!{:r+l}{2r:+ll

= 3 ‘1 - E =X fl

11
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Caleolare la yomma dei cubi dei primi f ineri naurali:

A
3=+ 2+ 4+
t=]

La successione pud essere serilld
| (2 + 22} F(F+ P+ + iR F L +r.r:]

n vl

R oo I S
+irn— D+ AT+ (0D

) + (;ilf = rif) +ot (rglf - I:.r’) +

U+ 2+F+ 04+ +HT+F+..+)+ (Y

p——
=
psg=
- -.I._I
o —
+
_:.-h_
[} a
'Y}
|
Tipa-
i

Cipéd
L L Los E : sl
n=]
oy ¥ F — (Ef=)=[p=rl'=u wl=n S0 - !{:+11[1r-ll&”
1=l =1 1 rm]
T 1 L — _“ Ln-] _Ln-l
—nf;ﬁ—ﬁ ZII]+3F+J}—HEI] E' 2r=|-3 ﬁpglj
Essendo
E':;J=_§|‘]_"3 ?i:jz=zf1_"z ni|r=iilf_"
si ha
" ] 1 n | aT |
rg.lil=n'§1r“’—T({gji’—nj)—?(:E.Iia—nz)—?(:ﬁji—n)=

_—1 o a+ Nn+ 1) 1 nptl) W+
= & & 2 & y
R+ U2r+ D=1} A{n+ 1} mia+ Di2n+ 1)
= 1 ST 6 =
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1
=20 ) e i I+ dnt D=
+ 1
"["Iz }{4n]+4n]=%n2{n+lf
¢ gquindi
2oL
YSEPIRN o

Riepiloghiamo | pid importanti risullati oteenutt riguardami la somma det prim ter-

mini di pariicolar sugeession.

[}

14

En}][u- +{i=Ndl=n (u. + %d) [1.4.5-a)
gmqf 'y (+q-—- %) [1.4.5-b]
n [

2 i =% [1.4.5-¢]
gf - Rip+ 13 2n+ 1) (14,51

a

A= [%—'—l]2 = (é:)l [1.4.5-€)

Applicaziani delle [1.4.5]:

Il termine generale di unw suceessions numerica &
it = Hi2e+ 1)

n
Trovare lasomma &, = ‘E,I FLZF + 1} dei primi # Lermini (caso particalare r = 1),

=it = Fer+0=23 4+ 3 i hernpiasaenpasal =

+ {2w + | + | |
pria T RG], ale }=‘E'HEM+IH4M+2+JJ=

|
=?ntn+ Nide 4+ 5
Per 2 = 14 si b

[ L
n =?lﬂ[[ﬂ+ L340 + 5} = —Hﬂ 45 = H25

13.

14.

SpniE NUMERICHE

Trovare la somme dei primi 12 termind della successione numeries il cui 1ermine ge-
nerale & u, = 2n + n’.

= é: Z+r= {il i+ ‘f_",l ! = [per[Ladcicin[i4.3=]] =

_ ntnt ) At 1 ]
=32=- 7 Tl D+ al + )

Per n = 12 si ha: .

Ll!- 1304 + 144+ 12) =39 16D = 6 240

g = 2

Il termine generale di upa successione &
o =RiZn+ 13+ 2!

Trovare S, = I‘_i. e+ n+2"

51 ha:

=1 f=

Nell' S pTEssione Z 2= E 2-7=1 z 2" il faktore E 2' & la sermma di A Ler-

=1
mini di una progressione geomewrica di ragione g = 2 ¢ primatermine 1. Segue per la
[1.4.5-b]: -

| "
Elf—z(l 77 =i+ 20

Quindi per [a [1.4.5-d] & l2 [1.4.5-¢]:

e+ 1i2q+ 1) " nin + 1)
] 2

Sy =2 +2-1QF-n=

=%n{n + 1(dn + 51+ 4(2" -

[.5.- Limbte di una successlone

Sia uy, wa, My, dtay eo) Mgy o L0A JOCCEISIONE.
Se al creseere di m il lerming w, 61 @vvicina sempre pit ad un numero £, £ & denio mire

delfa succassions.

Ml significato della auddetia propasizions & il seguene:
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scelto un nemero e 3= §, piccolo quimua i vaele; sz 3i verifica che'esiste un
indice & ale che per lulli i lecmini &, con 7 > & & verilicats la relaziane:

2= i<l [1.5.1]

allora T &l Minire dalfa suvcessione,

Par esempia:

15, La successiones il cui levmine generale k iy =

3 E5 I e

L] 2 1 J L] 4 L] ? [
ha limite 1. = 2
Infatli, scelio ¢ 2> 0, 1a disequazions

i
ha aeluzioni per tuli gli & 2 < come risulla 4ol caleola seguenic:

-1 dn—2n+ 1 | 1
|2—2jlil I= “ {=—‘=:'.e - nE—=¥
n na H L3

Mer EfemMpio, per

]
£~ 1000

pmata che gia p > LKA

Quanio pit creace m per valari superiari o IIIII} LEn1o pill ua si a¥vicing al numero )
per difetta,

Quendo (1.5 1] ha soluzicni si suole serivers

lim &=L
n— =

Il limite @ della syccessionz pud esszre anche pullg, Per esempio 1o successions
|
by ==
H

hm limite nulla essendo

Al erescere db a il wermine by, di una :uscer.smnc puﬁ crescers md:l‘mun'u:nl:' tale af-
fermazione ha il seguenie significato; * - s

18
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se 8i verifice che, scello un numera & 2> 0, grande quanio si vaols,
esisie un indlez N 1gle che per i gli o > & In disequazione:
fual = & [L.5.2

ha =oluzioni, slloca i) limile della successione ¢ indelimilemente
grande, ciat infinito (=),
5i suple scrivare
lim ;==

= -

Eszmpl.

16, Sipw,=n' ciod I, 2,3 4.5, ..
AL =0T g
Fiseuo & = 10" (un miliardo di niilinrdi), I disequazions

(7'l =v = 10"

RL LR PR

2 verlficels per WLl glin > =¥

Iy - ' A TTe-Th 2 LR
La disequazione [1.5.2] he soluzioni qunlunqu: sia tl k scelig, qumdl #i pub scrivere:
lim w=s=

L¥. Trovare 1l limite delia suceessione

‘18- Trovare il limite dells successione

1—»k
U = ———
\.'n!+1
51 ha:
1
| (_‘ ')”
lim 8 =lim ==1

19
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1 - SERIE NUMERICHE

2.L.- Generallii

Si consideri la successiane farmala da un numers infinita di clementi

Hj, Wy MYy oaey Iy a0

La somma degli infiniti termini

wt et tumt bt

prende il nome i serfe ¢ si suole indicare con 3, w,
a=1

La somma di tuuwi i termini (= ciod [p serie) pud avere valore

finire o infiRfg

nel primo caso la serie & detta convergenie
nel seecondo caso la seric & della divergenre,

Consideriamo lo successione dell®ss, § estesa sino A conterere un numere infinio di
termini. La corrispondente serie &

i) b T T B | 1 3
EE"_3+2+T+T+E+E+"'+?+"'

Trauandasi di una progressione geomelrica di raglone g = % & primo lecmine A, Ja
somma di a lermini &{efr, [1.4.5-b]

s..=£21n=3(2—2,—]_r)

A=
Al creseere di A 5. va erescendo perchéd 2.—I_r decreses con u ('),
LI masaimao valore che |a somma assume & quello corrispondenie gl mirima valore di
1 - : L
e Peranin, quanda s tende ell'inflinio 7T wnde o 2ero e 1p vérie mssume valore
F=3(1-01=8, Ciok
" — J‘ —
lim 5 =Ilim :!(2 Fr) =4

A= n—m=

Lo serie & convergente ed ha per samma § = &

("] Tule quantiia viene aol reua ml numera 2,

20
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10. Consideriame la seric degli inlen naturali;
l+24+3444+5+ . +n+n+D+ .

Sappiamo che ¢
. . RKmA 1}
i = ngr 2
Al cresoere di m oresce indeflinitamente 5, cioé &

lim S, =lim wmn
\— & n -

Cid vuol dire che la serie Eln & divergenle
P

Draie che il lermine generale w, = :—,, della serie convergente dell'esempio 19 lende n

zero al 1endere all'infinio di m ciog &

lim &y = lim -;-,,-=D

A = 5a == o0
senza perdere i generalitd i pud afiermare che:

w] una serk il cui lermine generale lende a zeco pud essere convergen e

b} una serie il cui termine generale non tende B zero non pud cesere convergente, quindi &
divergenes {clr, =5, 200,

L'alfermazione a) la inlendece che la condizions

lim =493

n—m

non & sufficienle per decidere sc la serie & convergente, ma & sola upe sopdiziont necessara.
La condidione b), ciod:

lim w70

N ==

& invece suflicients per aflermare che la seric & divergente.
Esempic,

1. Mella serie del reciproct degli interi nacurali

bl L0,
;I =ltgrgtotot ot

i
H

21
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Hm we=Ilim —=10

o= 0—ea

Eppure 1n serie o cosrverge, [nlalth essa pud esserc scrilta nella fnrma;

1 L | I | | L | t
I+?-I- (T+T)+(?+?+T+'E)+(?+TE+...+E’)+...

Eoor L
I

R T

A R T T T T

| R = Swm |
T Sphetia e e i o = e

ciok o somma 5 della serie dara &

AR | | o
|T}I+ET2|'2+...T2+..-.
cing:

: AR R YV A i e e
>+ T-lT-I?tT hiii .,,-I"J.{+2+3+3+2 b e
E=l+24+3+a4 45+ e FH+ i

Paiché ln serie al secondo piembro diverge (somma degli interi nuturali) a mageiar ra-
gione diverge ln serie duin,
Pertanto Taffermazione a) puo essere espressi nel modo scpuente:

comtdizione necessaria ma non sufficfente perohd nna serie convergn @ che

im w, =10

H== =

Glhoesempi 19 & 20 mostrane chiaramente che non v'e aleuna difficolth a delerminare
la somma 8§ i e serie se se ne conosee Vespressione generale S, Infal s &

lim 8 =% (finito)

L

la serie & conpvergente ed ha per somma 5 se &

lim 5, =oo
] R

la serie & divergente,

22
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La difficedtd allora & quella di determinare 1'espressione gencrale della samma S,
Tale dilTicolid é staia superata nelles. 21 mediante un anificio o, se vogliame, un cri-

terio; tale criterio @ permetle Ji serivere che:

1 ,:"E”-j.lj

. X

2 {cir.es, 200
an ]

Casicché

L R

2 ol —m

lim &y = lim

n—= n—=

Ed & a quesli eriteri che lo siudenie deve abiluarsi per allreniare agevalmenle i pro-

klewi connessi con le seoie.

Allo scopo generalizziama guamo & stalo detlo sinora.

Linp serie pud essere inlesa come quell’algariima {procedimenio di calcolo] che per-
mere di oftenere |3 somma i v numero infinilo di termemd medvinte Tassociazione dell'o-

perayinoe arimetica dell'addizione & quella di passaggio al limite,
Sia data la successione numerica di infinnd ermin ceali g, 2. 00 By o0 € ELSLpRO-
ponga di trovere [a somma degli infinii addend:

[ F] -+ 5] =+ i + ...t H"-+ ooo
Lalgaritmo consiste nel costruire 1 seguenie successione:
81, 820 1y o Sae e e,
dove m=m SH=w+tw H=ihttu .. =ttt Ml
e Jeterminare il limniie per # — == della suecessione (§1:5). Sc lake limije esiste {inito i parla
di seric convergente, se oon esisee, o esisic ma & infinne, $1 parle d1 seric divergente.
Per rappreientare una seric si usd la seguente notazione

mtut+ .t = Lin

kA

dave i, & il tecnine generale; le somme 5, 83, ... 50, 5000 L8 somme parziali dells serie,
Someare una serie sSignifica trovare il limite della successione delle somine parziali,

cipd caleolare
lim za
R—m
Studiare wna seric significa stabilirne la converpenza o la divergenza &, nef primo caso,
calcolarne |a somma 5§ dawa da

5= lim 1. {2.L1]

R —=

1.2~ L serie geometsicn
[ suoi termini sono quelli di una progressione geumetcics con tagione g & prima ler-
mine g, per coi ha la scguenle cspressione:

21
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atogsag t .. tag' .= Euaqf' [2.2.1]

Lz somme parziale ennesima & duts da
=1

w=a+ag+ag + .. +tag

che pud essere serille (efr. la [1.4. 5]

a—mg @ ai" [2.2.2]

Sn = 1—l'||' _|—'Ii‘_1_q

Ragioniome ora solla [2.2.2]

a) st gl < | per n— = siha g" — [ cquindic

- llﬁfﬂq)= lfq

— ( )
Wm s = klm =

R EC =

per cui 1n serie [2.2, 1] ¢ convergente ¢ ha per somma

o
(-4

by se |g| > | per a— == sihe |g|" = Fe= g — @ ¢ quindi:

lim g, — o
n— =

per cui la serie [2.2.1] & divergente essendo inliniie il limtiie di 5, per # — =

¢y se g = | laserie [0 divema:
a+raotatat.tat .

e la somma parziale B divenla 5 = ne che, ner o — =, diveaiw += [pur o =0

o —m {per @ < 0), per cui la serie & divergenie.
41 52 g =—1 laserie [2.2 ] divente:

a—a+a—at .
¢ Ia successjone delle somme porkiali
a o 0.

la quale chizramente non ha limite, per cui I seric ¢ divergente.

In conclusions [a senc geanaiica &
eoavergerie per g < |

iffvergenie per g=1

M
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13- Cricerlo generale di convergenza dl Caunchy

Un drilerio generale di convergenza di una serie a wermini reali & il scguente
condizione necessaria o sulliciente per la convergenza di una cerje 3 (ermini
reali

E Ly [2.2.11

& che, preso un numero e 2> 0, piccelo a piacere, esisla un infero N 1ale che
per tutth gl > M e per qualunque intero ¢ 2> 0 518 verilicala la relezione

| atr

Hx! <& [2.3.2]

k=it

Tale condizione & direttn corseguenza del futto che caista il imiwe Mnio delta succes-
stone (§1.5) delle somme parziali delln serie. Se infanj 12 serie & convergenle eaisic il

lim #%=5& (finito) {efr. la[2.1. 1T

=

ciog, seello ¢ > 0, esiste N tale che, per tutti glin > ¥, la disequezions

[§= 8l <e [2.2.3]
ha soluzioni,
Essendo
5=*§|m .S‘.,='*§|m, S_S":n=|u*_k§'|m=a=§+|m

la[2.0.0] diventa
L:%T|m| TE

Tale criterio & di grende imporlanza tcorica ma di scarsa wilitd pratica per Ie difficoltd
presentale dalla sua applicazicne nei caleoli,

Z2.4.- Condlzlone necessarin per la convergenza

Un criterio di grande wlilitd pratica perehé serve a s1abilire con ceriezza la divergenza
di una seric ma non |a sua convergenza ¢ guello considerawo nel §2.1, asserti a) ¢ b). Esso
pud ciserc resa pil rigoraso ed enuncialo nel seguente modo; canditione neerssacia per In
converpenza i unm seric € che per A — = il sua iermine generale ify lenda a zero; in olire
parole s2 per 5 -~ == siha w, — 0 lu seric pud essere convergente o divergenie menire sc
per n — == sihache . non lende a zero, la seric & divergenie. Per qualupgue seric gan-
vergenle o divergenie} &

Fnel — da = I-l:li]

¢, pessando al limite per - o=

25
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In base all'ugueglis nea

lim (far) — sa) = lim tias [2.4.1]
P g ( I !

afg+1) " a a+!

Inalire per qualunque serie ehe convergu & (cfr. n [2. 1.1]):
: 1 la somma parzlale ennesima divenla:
lim &=1lm 5., =&
= il I lae il
s=yztzat-timEn s

Percit per una serie convergeme Lp f2.4.1] diventa:

. — - '3 | 1 I
lim (s} — S =lim ., =5-5=0 2.4.2 =( -L (L-i L—— -
b el = My (24.2] 1=+ g3+l + v o3+
' . ] l 1
Si canclude che in una serie convergente il termine generale tende 2 zero pery — = |a i EREEL ) =
candizione ¢ necessaria ma non suificiente. I f
== ¥
Passando el limile s ha:
18- Lo serle armonles Lm 5. = lim (] el ) =]
Una serie che si prestu bene o dimasirare che Ja [2.4.2] ¢ sl condizians necessatia, ma T T ol T -
non sufificients, & quella dei recipraci degli inleri naturali, deta seric armonica: ciod Iz serie dnia & convergenis con somma S = .
ii=|+l+l+L+ + 44 25.1
we M 23 a " g5 [23.1] 1), Nella serie
Per quesiu & S
n ! 2 i)
« AT =TT T
lim —=u o=t
a— =

per il lermine generale 5L ha
eppure la seric pom converge. Infalu, come abbiama visio ncll'as. 21, I sua somme 5 & ale

che ; IRa
Ly R
5 . omint 1) -
§> 3 n=lim ———= qulnd; la serie ¢ divergenie ¢ 1a sua sommn & infinita,

2

W | T— =

¢ poiché la sevie ol sccondo membro diverge, a muggior ragione diverge la [2.5.1].

1.6 Resro dl ane serle ¢ 0o comporiamenio

L.  Siconsideri la seric: Data la seriel
= o | g = Al S ua=um + . (26.1]
~§r”"_§.n{n+l‘.ﬁ‘ 2ttt gt et x

si chiama resio p-esimo &, la nuove serie actenoia togliendo i primi 7 :erminl,lnnn " qua-

er il suo wermine generale si he; i i
p ming generale s1 he lunque ma fimta, per cui sh ha!

lim &y=lim 1}

P N e T

Rn=ﬂn4|+ﬂ|-:|+".=:=zlulu [:"ﬂ'n

yuindi la serie pud essere convergente o divergente; dimoatriamo che & convergente.
1
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La somma perziale r-esima della seric Ra sl pub esprimere mediante le somme parczigli
della [2.6.1]:

Moy + lneg F Uner = Sger — Sy fr=17343%..) [2.6.0]

1. serie [2.6.1] e il suo resio [2,6.2] hanna identico comportamenis: se uno dei due &
canvergenle (divergente) anche Valiro ¢ convergenic (divergenie), Tale risultato & impar-
lante perché permetie di studiare une serie 1rascurindo un numero qualungue di wermind
iniziali,

Dimosirazione nel casoe della convergenza: sc ba serie [2.6, 178 converpente con somma
X, 51 ha che:

Lin = &
I

Iim s ,=wmtwmt+ .=
e ]

IIM ]

Pessanda ara al limite perr — 20 nella [2.6.3]) si oviene:
Bn=5=1

che ci permewe di concludere che A ha per somma vn valore (linive e quindi & convergenie,

Se invece & convergente il resio, passando al imite per r — =@ nells [2.6.3), i ha che il
prime membro iende a R, che, par ipowesi, & convergenie, per col anche il termine 5, ., deve
ayere limile (inilo perché 5, & coswme; 57 pud scrivere:

Ra=lim ftinvy + tinet + tia-cd = Hm (Sger— 5a) = liM Sa4r— 8n

r - r—m L]
ara
Um Saur = Ay + 5, = [valore finila]

r=m

pet cuj & pud concludere che laserie [2.6. 1] ¢ convergenle perché il limiwe delle somme par-
ziall & un valore [inilo.
5i pracede in modo delwie analogo nel casa della divergenza,

NoTa |
Si pud sempre serivers:

Foun=dwm +ant ot bnd (gt oteer L) =0+
AL

Mel caso di convergenza della serie ale relazione diveats;
5= 55+ fy
e passando Bl limile pern — ==si ha:

lim S=85=lim B+ A)=Ilm s#+ lim A=5+Hm R,

n—m - H— o H—m H — o=

de cui hm RAa=0

H—=

28

Seris WUMERICHE

Nora T

Il comportamento di una serie rimane inaltera1o se si moltiplicena i suci termini per
una costamle diverse da zero. Infaui per is f1essa costante viene molliplica.a In somma par-
ziale A-esima il cui limite rimane finite (ma molliplicato per la costame) sc la sere dan &
convergente o infinila sc la serie darn & dlvergenic.

1.7.- Somma, dlTerenzn ¢ prodoito di secle conves gentl
5o le serie

do=w A wt o [2.7.1]

ke
a
|

=4+ [2.7.2)

fnn eonveérgenli ¢ hanno somme rispellivemente 5 ¢ 5. [a scric ouenots gormmando la
[27.1] e la [2.7.2] terminc v terming, ciod la Serie:

I (et ) = k) ) [27.)

¢ convergenle ¢ ha per semma 87+ 5%, Infalli la somma pacziale r-esima delle strie
[2.7.3] indicata con g, & da1a dalla summa dellz somme parziali n-esime della serie [2.7, 1]
della [2.7.2], indicate rispertivamenie con s, & 5"

o = {r.u + 'L'|} + {u; + 'Ir'ﬂl + .. +{H’a + 'l"n} =
Sintwmt . twdt{nFyt =
=Fa 5"
Passanda 8l limite per n — == 5i ha:

m o = [sommo deile serie[2.7.3]] =lim {5 + 5% = 5 + §°

m— = f—=

In mode del tullo analogo si dimeswra la convergenza della seric onenuir sottreendo
lermine g lerming ts [1.7.2] dalla [2.7.1], ciok della seric:

k13

n = V) = (= o)+ e — v+
La serie
;E;,ifu.v,. Foanvg - o F oty o) =
v F o o) F ey v e L
& della prodoue delle due serie [2.7. 1] 2 [2.7.2].
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Sidimosira che:

a) se o serie [2.7.1] € [2.7.2] sono entrambe o wermini reali positivi € convergenti la seric
prododio & convergenie ¢ ha per saomma il prodolio 5757,

by seleseric[2.7.1]e[2.7.2] sono & termini qualungue e assolulamenie convergenti, la serie
prodotio & asselulamente convergente & hg per somma il prodotto 578"

MoTa

Lz consideraziani 1eoriche Nnora svolte valgono per serie a termini reali qualunquoe, jl
el studio verrd riprese od osleso in seguiln, Prosepuiame oca il diseerso sulle seric a wer-
mini reali posiivi,

2.8.« Serte m terminl reall posiflvi

1 tale seriz | termind sono posivvi © nulli, oppure negativi & nualli: il seconda caso -
conduce a] primo moliplicindo, com' lecilo, per la cosiente — 1. La successione delle
Somme parzidli & non Jdeerescenle infalli, siccome weey = 0, 51 ha:

Fni| = Fnt Uaa | 22 8n

Per esba vale |a proprietd eommuativa e ciod: s2 5l seambia comungue Mordine dei
suai lermini, una SETie convorgenie, RvEnic 10mMma 5, rimane comvergenle ancora con
somme &, menire une scrie divergenle nimane divergente.

Dimostcuzione: indichiamo can ¥ o, 12 seriedamecon X vo W senie ottenuia dullo
scambin dellordme dei 1ermini, con 5, & @, le rispetiive somme parsali n-esrme,

Per ipolesi [ it & convergente & ha somma 5 nella serie X w, consideriamo fa

sOmme parfiale g, ovente my leemind & chisra ehe [ Pl piccola somme par-
siale della seric ¥, 1, che contenga tutli gli ng lermind di g, deve avere un numero & ter-
mint e 32 0 e quindi si pud serivere

Oy Sy S § [2.4.1]

dullp quale relozicoe, dala l'arbitrariela disgg, sidedoce ehe fa suceessione delle somme par-
ziali m, & non decrescente ¢ hmilala (< 87 ¢ guindi emmede limite Gnito fche perd pud es-
sere diverso du 5 percui ba serie ¥, 1 & converpenie ¢ ha somma che indichiamo eon §;
per dimeslrare che § = 5 ripetiamo il ragionamenlo precedents ma assumendn come serie
dipurienza lp ¥ v, = 8 ceonsiderundo ¥ w, come scric ouenuota dallo scambio dei tae-
mini di ¥, va 51 arriva alls sepuente relazione;

. N
che, passundo al limile per g — &=, divenis;

5= 5

Ji
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che, confraniala con la

f= 5

attenula passando al limite pera; — = nella [2.8.1], ammetic come unics soluzione § = 5.

Per ipolesi 12 3w, & divergenie; assunio un numero A 2> 0, grande ad arbi-

(rig, 51 pud Sempre trovare un inwero g ale che sy, > M la pid piccola som-
nia parziale di ¥, v, che comenga wilii gh &, lermini della 5, deve avere un numera di Ler-
mini B2 =+ per cui 5i hat

Oy = 5, = M

da cui st conclude ehe & divergeime anche 3 v, perchéd la suceessione delle somme parziali
ha limite infinite coacade M grahde ad arbitrio.

i
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3 - CRITERI DI CONVERGENZA E DI DIVERGENZA

4.1.- Crlierlo del confronlo
Conlrontiamo [¢ seguemi due serie a termini positivi

,,E:u b [2.1.1]

T

b [3.1.2}

Sela [3.1.1} ¢ convergenut con somma § e se w, & non maggiore di vy, ciok se

it &2 Uy [3.1.3]

anche la sedi€ [3.1.2] & convergente ¢ ha somma 5 < 5 infati le {2, 1.1] £ [2.7.2] compor-
tano ire l2 somme pacziali sa =4 F sttt 8 oy = v + v+ ..+ v, la seguente
relazione:

a5 T
che, presanda &l limite, diveria:

lim &% lim g.=F§

n—o H=m

che dimasira la convergenen della[1,[.2].

3¢ In serie [1.1.1] ¢ divergenic ¢ se tq & nan m'l;:mn: di va, ciod se;
ba 22 v [3.1.4]

noche o serie [1.7.2]¢ divergente; infaui I3 [3.1.4] compona:

g, 0 lim Elim gy=m

i o o

ciod la [3.1.2F & divergemne,

Esempi

4. Sludinmo la serie Z—r— 1+ T“+ &
awf

Trascurendo, come & lecito, il primo termine essa- pud essere scritla nel seguente
mdo:

12
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Z(n+if F+?+T+' L

na |

Confrentande le [3.1.5] con la serie convergente dell’ss, 22
,.Z-: nin + 1y

si ha:

1 ! <
m+l  tm+Din+ D) Ta@E+1)

da cui, per il presente crilerio del confronto, st deduce che la [3.1.5] (= quindi la serie
dawa) converge,

. Soudiamno la cerie;
T P
a=1 \r‘f?_’ \'Jri

Dal conlremo con la seris atmonics (divergeme):

Poiché la senic urmmonice diverge, diverge anche la sene dala.

3,1.- Serle armondca generalzzaln o serle g

E la serie
-1 L
g—p g =1ttt o+
con p reale; easn & convergente per p > | e divergenle perp = 1.
Infari:

— per p = | sihalaserie armonica che & divergenie:
— per p =0 esa & divergeme perché:
|

lim —s=1
n—=wmk

AH
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— perp =2 0 essa & divergenie perchd
li 1 =
n 2 e
— perp = 2 es5a & convergente [veders esempio 24)

— perp = 1 es50 & convergenle per il crilerie del confronto; infaui se si confrontane le

, 1
zaris E?e Zn'—,, con g > 2 si ha:
n=

LE]

1 [
w <

— per | <lp =<1 es5u ¢ converponte come ristla dalle seguenii considerazioni:

SLIPRT (IO SO O NS I IO W A T L]
§|n’_1+(2‘”+3P)+(4’+5’+Y+F)+(_ﬁ"'_+?+m+dl?+1_5’)+

2! Lermilm ¥ iermini
+ +[L+—-'—+ t o+ (242} +
am @2+t -y r ' r
I iermini

b+ o 4 i o |+ 2 S ryom
+[E*F+E’F+E1F+@F]“'ﬁ?*-"“'u«f‘f--——
_ I i 1 |
= 1 + ?-I + {2’- ]:"1 + (?‘I}! + ...+ {2,—_|J—"+ .

) ;L A L
che & una seric geomelrica di ragione e <2 | cquindiconvergenie {cir, §2.2, a).

AL - Crlierio del guozlanie

Conlronlinmo le sepuenti tuc seric a lermini positjvi

g ¥ [3.3.1]

g its [1.0.2]

Sela[33 17¢ convergenie & se valgana le relazion

i [2.3.3]

anche lu {3.3.2] & convergente. Infaui in base alla [3.3.3] si auengono le relazion:

4
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Liz %) Ly Vi Ly ¥n
__.ﬂ_ —.--E— o —— —
) v Nz ¥z b - ¥r-1

che, moltiplicate membro a membro, danoo

Ma Wy Uy 251 Lin L]

et Sl L z—:v,.= kv, [1.3.4]
dove & & coslante.,
Dal 1eorema del confromo applicale alie serie "-El L & Riﬁl kv, [che & convergente per-
ché F kve = k5 va), siccome perla[3.0.4] 5 ha:
a5 K va

Is [1.3.2] risulta convergenle.

In modo del toite unalogo si dimasiea che, se la [3.3. 1] & divergence e se valgona le re-
lazioni:

Lig=] Varl
" = % lin 2= & ¥n [3.1.5]

anche la [3.13.2] risulla divergene.

Nell'applicazione pratica di iale criverio & conveniente rifericsi anziché ai rappar
[1.1.3], &] seguente limite

lim —=1 [2.2.6]

nw—ea ¥a

in base al quele si ha:

1y se B # 0 cic® finile o infinita, le due sede sone entrambe convergenti o emrambe di-
vergenll

2yse 2 =0e ¥ v, &eanvergente, anche Eiu, & convergente.
am =

}se P=meX v, tdiverpente, anche ¥ u, & divergente.
n=| T=1

I suddenti risultmi si outengono da considerazioni svohe sui seguenti limili cuenoti
dalla [3.1.4] ¢ dalla [1.2.5]:

lim gk [1..4-n]
n=r "4
. Lin
lim 2oy [3.3.5-2]
n=m ¥a

Dialle [3.3.4-a] si deduee che;

Lk}
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— e EI v, & convergenle (v, — 0}, anche ZJ Ly dEve £S5CIC CONVErBenie;
A= L]

— =& E,I vy & divergeme E.u,. pud essere e convergenie che divergente.

Cralla [3.3,5-a] i deduce che:

— e E.vn & divergente, anche Elu, deve easere divergente;
= I'E

— € 2 ¥a &L‘UI’I'I-"CTEL‘HIC Z lia pub CEECIT convergenLs ﬂdl“!rgﬂnl:
a=|

Maho SD-EESD cepita di dover usare, came senic di conlronle Z v, la serie armanica

gencralizzala E A" inal caso la serie da swudiare E M. [Con nfenm.:mu allc conclusioni

iraite dalla [3.3,6]} &

1Y camvergentese p 2= | ¢ £ =0 oppure § = valore finido

infoui per g > | la seric armoniea generalizzata (efr,
43.2) ¢ convergente, quindi lo ¢ anche la scric da slu-
digre {conclusion. 2* e 1)

) divergernmrese pssl e == oppure 1 = valore finilo

infatli per p = | la serie armonica generalizzala & di-
vergerue, quindi 1o & snche 1a seric da swudiare {conclu-
sioni ¥ & 1").

3.4.- Criretio det rapporio o dl 4'Alember
Una serie a vermini positivi

Z [3.4.1]
& convergente, s2 il rapparta fra un termine e il precedente ciod se 1l mpporio
Ln- |
T [1.4.2]

& minore 0 uguals & un numero g < 1 & divergente sc 1ale rapporie & moggiore o ugpale ad
un numers § = |,

Se =l g < | si pub scrivers;

t = G S qu1 S glH) Ba % Gl < 7u,

per cul sostilvendo nella [3.4, 1] si ha

5
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Elu.. =wuwtut+.. 5wt wmgt mq: +wmg + ...

"= weric geemeirica di maone g < |

Per il criverio del confrom o Ja [3.4. 1] risulla convergenle,

Se EEL'-;.““*“&

[P T AN A TR ol TR T o

ciot il rerminz generale non Lende & zero £ quindi la [3.4.1] risulia divergeme.

In praticy, invece che al rappario, & pill convenien.e riferirei al seguente lmite:

lim 2=y [2.4.3]

n—as Hn

in base al guale si ha:

1}y 3¢ @« | lascricsd convergente

2y se B> L )2 serie & divergeate

3 st 1= 1 bisogna ricorrere gila [14.2] o ed un aliro eriterio,

Tali risullati derivano dalle definizione di limite ¢ dal preseme criterio del rapporic: se
L = 1 esiste un interc & 18le che per tulti glin == & i ropporti [3.4.2) 51 mantengone minoci
di unc per coi 1a [3.4.1]& convergene; s2 € 2 | 31 pod sempre dewsrminare un A Lale che per
1611i gli o 2 N rapporii [3.4.2] 4i mentcngono maagiori di | ¢ quindi la serie[3.4. [ diverge
perchd il sy termine generale non wende 2 zero; se & = | non si pud affermere nulla perché
i rapporti [1.4.2] passono maniencrsi maggiori di | o minoridi | per cui bisogna studiare la
serie mediante 1a [1.4.2] anziché mediante 1a [3.4.3] o ricarrere ad un ahro metado fvedere
cEEMPi).

LN
26, Lasene Z =
=l
¢ convergeme come si pud dedurre dol rapporio ura un terming dells seric od il tee-

mine precedente:

ey n! - R! _ | {_I._ < |
e  (nt I nx ) mtrl ~32 1

o dal limite di detio rapporio;

o

. i —

Y. La serie £| -
& divergenic come si pud dedurre dal rapporte:

17
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Fi 0

15.-

& convergente se la radice m-esima di e & Mminore o uguale a un numero g < |, cit s¢ sl hac

JE
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e ' m_ M _n+tn

4 R+l Z m¥1l A+l

o dai limite di dewa rapporto:

=1

L bén s | . 2n
= =172
#E!m fre Eq}m A+

w0

' i 1
Sodisre o seria ?;I aln+ D)

Dl rapporio e del suo Limite:

il _ nint 1) - _"
Lin (n4 1in+ 2 n+1
lim =

m= L

< 1

non si pud concludere nulla: infawi il tappeno & si mincre di I, me non esiste un

§ < | 1ale che sia:

el
41 ﬁ;q

per Ui il eriterio non & applicabile. La serie & perd convergenie (cfr, ea. 232},

. S &
Swdiore ls sere Z
r=| WH

Come nel caso precedene, dal rapporto e dal suo Limite non § pub cancluders nulla;

gy _ \ff_! = n
un“-._,",q-l-l \/n-i'l{]
lim 222l

fr— = Lp

La serie & perd divecgente perchéd & la scrie p con p = % <21 (cfr. s, 25}

Criterio delts radice o di Canchy
Una sedie a termini posilivi

n=1l

[25.1]

SER1E MUMERICHE

Jup g <] [3.57]
¢ invece divergerle 58
L - [3.5.3]

Infarti: dalle condizione &, £ 4 rsule ua% ¢ e dal conlronto tra ¢ secie §|"” e

¥ g (convergenle perché geometrica di regiane g <2 1) si conclude che Eiu.. & conver-
A=1 M=

geme per il criterio del confranio, se invece vale la [3.3.3], la serie [1.5.1] & divergentc
perehe il suo termine geonerale aon 1ende 2 gero,

In pralica ¢ convenlenie studisre una cerie mediame il limive della radice

im . =8

T— =

I baisc 8l quale 51 ha:

Iy 52 2 << | lasaric & ronvergenic

2p 12 0> | laserie & divergenre
1) sz # = | bisogna ricorrere alle [3.5.2] ¢ [3.5.3] o ud un altra criterio.

Jn.

M.

La dimosirazione & del utto anzlogu w quclla del paragrefo precedente. E:gl;pi-

Studiare la srie ZE; cona > ¢
LEJ

Siccome

lim 1."[£,. =fm S=9
n— n g — ma Ml

la s=rie & convergenie,

Siudiare 1o serie X w (somma degli interi naturali, che sappiamo cwere divergente).
nm |

Applichiamo il ¢riterio gel limive della radice 5-esima  lim dr=t

n—-

Posio y = {/n si ha:
logh, =

L . .
!ngy=:lug.n — lim logy =1lim =

Ll p—= A
Applicanda 1a regola di de L'Hapiwal i ha:
L
.
|

=0 — lm p=lm ¢n=1

== FrAA

lim logy = lim

oo §— =

19
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Il eriterio del fimite € inefficace perché § = |, Ricorriamo percid alle [1.5.2] ¢ [1.5.3)
{criterie della radice n-csimma); per ognl s Miniwg si ha:

Wl

la zerie & quind) divergenie.

31, Swdiare |aserie armonica E':l— (divergenie),
n=1

Col eriterio del limite della redice A-esima non si pud affermare nulla parché

, o
siccame poi ﬁ- <. |, ma non esisle un numera g << | tale che U.I— = g anchc il
n

erilcrio della radice & inelMicace.

3.6« Celterlo dl Kummet
Unia serie 8 Lermini positivi

f ita [2.6.1]

& convergente i< esiste une successione di numerl pasitivi ay, ag, an, ..., &, ... per la quale i
abbin:

T = a1 Za >0 [3.6.2]

J“”'rl-l
dove o & upa contenic; & divergenie se i ha:

Ha

By

— S0 [3.6.]]

Th

25e inoltre & divergenie la serie:
3
pm On

Dolla [1.6.2] si olengana le relazioni

o8| — fraldy == iy
O] = b = oy

Ca-(ln= | — bl =2 oibly

SenIE NUMEBRICHE

che, sommale 1ermine a 1=rminge, danno;
it = @atte = iy Ryt ) = al—w o F o oL ) = s )
de cui 5i onizne lespressione della somma parziole A-esima;

Hy ) ™ Maliy i) [3 & 4]

hE——t =ty
a a

Lo [3.6.4] ¢i permetie di alfcrmere che & somme parziali a-c3ims sone erescenti (i ter-

4 TE)
Ll-l'-m}

per cui hanno limite Mnite; questo per delinizione, & la somme della serie [1.6.1] che per-

tanto & convergenic.
Dalla [3.6.1] si ricava l'espressione

iy 0 - £ LB e
mini della serie gong posiivi) ¢ lLunitat {5t manieagono inferiarn 2lle cosianle

(L0 Mn~ | . Hp | > Bra
[T On fre 1
En

da cui si deduce che, per il eriteric del quazienle, la serie [2.6.1] & divergenie s la sevie

3

rm| A

¢ divergente,

A7~ Crlierio di Rasbe

5i pud considerare un caso particalare del criterio di Kummer. Se, infaci, come suc-
cessione di numeri positivi a, si assume quells dei numer] inter] naturali la [3.6.2] diventa:

Ha

n _I—'[n+I]3a}ﬂ [3.7.1]
da cur 5 oltiene:
T
"(u,.u. = F) Aactl [3.7.2]

o LEgs :
Se come serie divergente o, 51 assume quella armonicn la [3.6.]] divenia:

La

a —mt+ 1)y=<d

Ligai

ciok:

n( = _ |) <1 [3.7.3]

Unia
E conveniente in praticn applicare tale criterio ealealando il seguente limite:

4]
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. Tip

lim -1)= T

,,I_mn(i-'n-l ) [3.7.4]
in basze al quale si hg:

7 s¢ 22 1 laseric @ eopvergenie
2] 5¢ P<0 1 lascric & divergense

1) se B =1 bisogna ricorrere alle [3.7.2]¢ [3.7.0] 0 ad un alieo eriterio,

Infatti dalla definicione di limile si ha che: s2 2 > [ 5 pud determinare un A lale che
per wiii gli m 2> & vale lr[3.7.2] & guind) la serie & convergente, anplogameme, se L < 1,
vale 12 [1.7.3] = Ta serie ¢ divergenie; ac & = | non s pud affermare nulla perche si pud Len-
dere a | per valori magpiori di | o per valor minoei i 1, per eui bisopna studinre la seric in
base alla [1.7.2] o alla [3,7.3], 0 con un altra eriteria.

Dimoestriamo che Tespressione [3.7.4] pud essere seritta nel seguente inada;

him n (l - u) =1 [3.7.4-a]
"= 8]

lafain per 8 Minita s ha:

¥m n(i—|)=um B (l'"——|)=|1
u—ca hifaog = b o—myiiaa

Paiché il primo lwitere lende al'inlinie e il prodode tede ad # finio, il scconde Malare
deve wendere a zero; cind:

Jim ("‘ —|)=n - lim —— = [1.7.5]

m—=myly. | no— e b

Percid anche

eyuindi

A L = d b o

Ium n(—"—l)=llm [n i (I—m)]=lim L-]im n(l-E"—l)=
I —ca e ) = G tfn=| Lin N—calfni| pe=ua Ly

=[per w[217.5]]=1lim H(I _ins ,)
h—=m I

¢ quindi la [2.7.4-]. Escmpio.

_ RS :
31, Stuwdiamo |3 seric E = che sappiamo essere convergente (elr. 5. 24) gquale sernie p
a=I

conp = L,

Il criverio del rapporio e quelle della radice non porano ad aleunp conelusione;

42
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|
1
i {n+|}5__(n)_
a) }|IT==- T —rIrI-T# e B I (0l eriuerioé incificace)
n]
by i I 1 ( ! )1 | =t alyril io & inefli }
im ——=Im |[=—]) = [. s, il criveria @ ineflicoce
n--ﬂo" .I'_f] H =& \n’ﬂﬂ'

e} il criterio di Raabe @ invece cllicice:

im_n(1- ) =im_a[1- (37) ] =

sy A LA 2=l
gy | BF TF In

\ 4t 24
= lim T+ 221 (v 232N

a— =

e yuwindi Ta sene & convergente,

1.8.- Criterio dell’iniegrale a di Cauchy

Si pud applicare solo alte serie & termini posilivi non erescenti, ciod quando valgona lo
disupuaglipnze:
TR PP T

Lk esisie una funzione F(x) positiva, continua, non crescente e 1ale che perar = [, 2, ...,
valgano 1e scguendt ughaglianae:

JSilll=uw fill=uw fil}=u
s1 pud wllermare che |s serie risvlla convergenle o divergenie a secanda che I'iniegrle [In-

pmprlujl- Fividdx (1)

converga o diverga,
Infatti, in bhase alle
ipotesi, o limitandoci
per semplicitd al caso
dotoy 2= e 2 0y =0,
il diagramma di f(x)
& del tipo rappresen-
taro in Hg. 381,

Flg. 3.8.1

(") Pii in genecule ‘E' Fiad dx con ¥ = 0 nlero finila,

4}
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In corrispondenza dellintervallo | = v < 2 si hanno Lre arée per le quali valgono [e
disvguaglianze:

1
u:-t::J:f{.vwx{u.-I

e, anelogumenie, per i successivi intervalli siha

1
£ {_[ SUXY efy << s

-------- R I

nt

u.,-:{_,i: Fix) ez <

Sommande membra a membra sl alliene, per ogni i finito:

n+l

s+ + .+ it =u...—u.}‘=:j|’ LU0 dy < 50 (1)

=
B} Sesuppontamo :hel‘:’megralu"; Six) ey converga, allora converge la serie. Infatni
per ogni # si verificano le seguenti disuguaglianze:

| =
f-f--i'm}{_{ f[x!d.:'{'(:f{x}dx

da cof 5 ha:
.h-|<'-'.'£ Fixddy + wy

ciot la successione delle somme parziali- & limiteia; siccome essa & crescente perchd
in == O, ammene limite finilo che & la somma della serie ¢ che & diverso dal vatorc, pure

Minito, dell'integrale
[ 1y

b} 5t yupponinma divergenie I":nll:gm]c‘c Slx) dlx, allora la serie diverge . Infatei 1inte-
atl

grale J'; Sx) oy cresce al crescere din e quindl, dalls disuguaglianza
ned

o J: Fix) el

si conclude che |e somme parziali erescono per 7 — = ¢ quindi la serie diverge.
Esempin.

{'} Siricards chr.-_||: ey + J: i ofy =_||:f{.r} ofr

44
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. : - . 7
Swdiama la seric armonica generalizzaia Z =
a=l
- ; !
Come funzione f{x) assumiamo el
Per p# | sihe;
M

f‘ij'x'——[im fd—x—lim ["W ]H—
i I’_H._..,l -T'_,H'_-m. =4 |_"

i M=)y perp<l
e BT T,

=1 per p > |

cper p={:

- aF
e di, - oo
R TS B

1
Per pa | l‘integrﬂl:'ﬂ Fix) dx & convergents c quindi Lo  anche lo setie;

Per p = 1 Vimegrele ‘L Six) dx & divergenic ¢ quindi lo & anche la serie.
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4 - SERIE IN GENERALE

4.1~ Serle mliernaie o m segnl allernl

Sano delle serie 1 cui lermini, 2 dilfcrenza delle serie esominale sinpra, sono preceduli
alcroaivamente dal scgno pin [-+) e dal segne mend (—)

POl T 7Tl o ol | LAY [4.1.1]

h=1

ave | termind . rig, Ha, eS0T reali e posilivi,

Un criverio per stabilire |a loro converpenio & dawe Jal scguente icorema di Leibnitz:

s¢ la suecessione dei lermini positivi della [4.1.1] 2 non ereseentc e Len-
denwe 4 zere, ciog se

mMEHma20EL2hmza=20 ¢ lim wu, =0 [4.1.7]

b =
la [4.1.1] & converpente
Consideriamo infeili la suceessiane delle summe parzializ
Fla B2 510 Fay veny Fame Sanee 10 oee
La sueeessione delle samme parziali di posto pard ba come tegmine generale;
Yam =My —dat =ttt bame — Him
e guella delle somme paraah di posto dispari:
Kol =W —th oy — it o= Ham T ot
Cuesti due termini 51 possono serivere nel modo seguente:
im = {0 — 2]+ Qe — wa] L o — )
et = =y = = (e — ) — o — (e b}

Per la prima delle [£.1.2] ciascuny delle differenze emro pareniesi & positwy g indi T
successione di termind di posiwo paci & non decrescente:

LR A N T
quelis di posto dispart ¢ non erescenle
BRI E D o B S 2
Yalpono perlants W disupuagplianze:
Vi 2 1y — 2 [4.1.3-a]
$rmo [4.1.3-15])

16
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[Xalironde &
Tome1 = Fam + Him-1 [4.1.4-a]
& quindi:
Kmo | =5 f1m [4.1.4-b]
Cosicehd dalle [4,1.3] & [4, 1.4-B] s oiligne:
PR TroL - FPNE o JY - 1] [2-1.5]

Per 1a [4.1.5] &i conclude che entrambe |¢ succestiani sono limiale ed ammelions li-
mie [inite emco Uinteovalio (6 — wa, s

Per poter allermare che lo seric [4.1,!] & convergente baswe dimostrare che le sueces-
sioni delle somme parziall avenul lermine generale, rispeilivamenis, s, ed §2n, 1, banno bo
swesso limite §, che oaturalmente & la somma della serie [4.1.1].

Dalla [4.1.4-a], passanda al limie por g — =, 5 ha:

lim famer = M 53 + LM Wime
] R == o R e

Per la seconda delle [4.1.2] & lim wtime = 0 e quindi:
—

litm Sime | — lim Sim = &
== =
Le consderazioni [atle sinora conduceono alla seguents inlerprelaziene grallca: cia-
scun Lerming S, ¢ a sinistra di ¥ menlre iosewn terming sam - & 2 destra du S (fig. 4.1.1), -
latni ks successione delle somme parziali di posto pari 5. € non decrescente, quindi la
sommi 5 & mapgiore di ciasoun elemem o S In suceessione delle somme parziali di posto
dispari Same 1 & non crescente, quindi la somma § é minore di cinscun elemento Samo g

AL

i ST
TR

Fip. 4.1.1

Se come somma ¥ 57 SsUMe una somma parziale si commelle un errare; tale errord &
(in valore assoluto) minore del valare del primo lermipe della seric non facenie parte della
summe parziade. Ciog:

a) 51 sostliges ad 5la somma parziale sp; Perrore &

5 — 5im [4.1.6]
Essenda:
==t - T o - — Wem b —
Sem=i — st Hi—wat .+ o1 — Him [4.1.7]
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§i ha:
F = Ml T Him | = Mims? T Wiy = Mim T Himeg = .
= bipme | ™ [Wim 1 = Ham 1) = (Bmed = Namea) =

! termini in parentesi sono positivi (£ vanno soucaidi ad am-1). quindi Uerrore che si
commette &

5 — $1m T Mime |
ciok minore del primo (Srmine pon conlenuls in s, (efr. 1a [4.0.7]).
b} Analogamente, sostituende ad 5 ung sammy paczimle dispari, errore &;
S — §

{5i ricordi che szm- == 5, vedi g, 4.1, 1)

Essendo:
By = U = 1 b oty — Ut oo — thim T M [4.1.8]
S = fm ) = tamez T lm-a — Hamra t liamey — . =

= =Name g T (s — amoa) T (Bamis = Wam-a] — 0
$pmrl — F = Lamre = (Ham e ™ Ugmea] — {lgmer = Nomaa] = o

I tecmini in pareniesi sano positivi (e vanno sotlranti ad wy.y o) quindi lerrore che 51
commeatle &

fimer — 8 < Hmez
ciof minor: del primo 12rming non coflenwa in a0 (eff L[4, LE].
Per |e serie & segni allernat, conlrariaments # quanto avviene per quelle a termini posi-

tivi, non vale 18 proprietd commutaliva come risulia evidente dallo siudio delle scric
che 5i olengono permutando opporiunamente [ lermind della serie seguente:

5

—

c ! ot P
o 1Y, il Bt e A g e
¥, .gi 0 n ! 2 * k! 4 Foes [4.1.9]
Per questo serie sono verificate le due condizioni del teorema di Leibnicz:
I | I I
e JE i A=
l}f}zlﬁj}i.,}"}...}ﬂ ‘J,ELTWH 0

quindi & convergente ¢ ha per somma S ('),

— Se geambiamo | teeming della serie [4,1.9] in modo da avere una successione di due
termini positivi seguiti da uno negativo si ottiens o serie;

(+)-belEr )bl bee

{") QJuesla serie, dells armoniea o segm alernatb, convergs ad 5§ = log 2 {clr. P20, Serfe o funzioni).
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] ] 3 ;
Dimaririamo che g5 & convergenle ed ha per sonuma ?S. Infacn, dividendo per
2 la [4.1.9] si olliene:

I I 1 | I
i Eear i s R sk R Y Rk B S (A R

Sommiamo wermine a wermine la {4.1.9] e [a [4.1.11]:

; . k)
5i othene cos la seric [4,1.10] che pertanto converge a 3 Ly

Ec ora secambiamo i termini della serie [4.1,9] in modo da avere una suecessione di
un ermine positiva sepuio da due negativi si ottlene 1o sene;

(- B4 (b 8) -

l [ !
Z, In _411-1-?) [4.1.12]

3= (1) e (D (i L)
Hm 2 % 3 & B T N2 -1 am-2 Am)

= [aomschande | prime dus termini ollinterno di ogni parenicai | =

() () ()

= [mzlenda in evidenza 1)2] =

! 1 1"E : | I
== fi-+ -5 s - ==
1( 27 2 — | 2m) 3.

aomma det prio e Lermind della serie [4,.1.9)
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Passando ory al limile per s — == 5] ha:

[ |
lim #Ha=h —_— = — =
n—m]m ,,1Tm2'h’“ 25 E

Fassiama alfermare che la seric [4.1.12] ha per sommna § perché le dut somme in-
termedic (rd i € Jam- 1y € Ciod:

: I ]
Zn—1 ° BmaShet oo -

Fam s | = 1.'|rrr +
fhanno lo stezyo Lumile ¥ per 7 — =0 come risula du

: |
Im Taim-; = him (11m+m)=lim B+ 0= F

A ir—= fr =00

lim Fmez=Ilim hy+0-0=7F

LN ] A e R

Resta quindi dimosirata che nelle serie 2 segni aliernali non si deve seambiare 'ar-
dine dei 1ermimi sc non si vuele cambiare s somma della serie,

4.2.= Serie o termini reall ¢ di segno qualsinsi, Convergenza assoluts e condizionsia
Uni Serie o termini reali si presenta nelly forma:

“
Hn =t F izt . [4.2.1]
m=| ’

dove i termini iy, possono essere 5 (),

E chiaro che;

I B [4.2.1] pud essere convergente o divergente

2) lu serie alternata & un caso particolure della [4.2, 1
L

3 laserie dei modul Elju,.f puo essere studiata con i eritert delle seciea termini positivi,
e

Si ha il seguente criterio di convergenza, detto of asseduia copvergenza: condizione
apes . W a - v b
sulliciente perché la [4.2,1] sin converpente & che la serie dei suni moduli 5 |ta! sin con-
w=|
= m & - o]
vergente, Infutt in base al enierio di Cauchy (efr. §2.3, dalla convergenza di X || deri-
. n=1
v che, fissato ad arbitrio un ¢ = 0. 5i pud determinare un A tale che per tutti glin > Ve
per ogni intero positive -, 5o bbio;

W ntr
EIJMMIJ = \Tllml = fttney |+ |theaa Tt o b e ] <o [4.2.79]
[ "
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Siccome la somma dei moduli & maggiore o ugunle al modola della somma, dalle
[2.2,2] deriva 1p relazione:

= Jtmer F i F tiges] € (el F o F Jner] <8

che in base alla [2.3.4] assicura lu convergenza delta [4.2.1].

Per esempin |a serie a 1ermini qualungue;

e
36, Z% (@ = costante qualupgque) [4.2.3]

a=1

ha 1o segucoie serie dei moduli

= |cosn a
L

=l

che & convergenie. Infahi cssendo [cosma| < 1, risulia;

|msnu:| 1
L]
f n

Le seric 2l secondo membro & la armonica generatizzala con p = 1 che, come sap-
piamo, converge; o maggior ragione converge il primo membro.
Quinai lu serie[4.2,.3] & eonvergente perehé 1o 2 quella dei suoi maduli,

& ehinro che 1o condizione
|H".-| i+ My~ + ... + l-lhh.rl < E

che assicura la convergenza della secie (criverio di Cruchy) non comperte necessanamente
che st
|Hﬂ.'|| + |H|-|.-;|| + 5. + I""l‘ rl L)
(che mssicura la convergenza dei moduli) & quindi la convergenze defla [4.2.1] nan com-
porla quells del suoi maduli,
Per esempio Is sorie

Elu,.=[-l}“'l’+=l—%+%+,,. {4.2.4]

& convergente & ha somma § = log 2 ma Ju seric del moduli & la serie armanica E % chet
re |

divergente,

Conclusioni: a) una serig, In cui serie dei moduli & convergente, & convergenie & vicne
derta assofuigmente convergente
b} una sere convergente, Ia cui scrie dei moduli & divergenie viens dena se-
miconvergenie o semplicemente o condizionatamente convergente.

La scric [4.2.3] & asaolulamenie convergame, | [4.2.4] & semiconvergeae.

il
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4.3.- Esercld proposii

- i 9 ol 5
. . | 63, Dimosirare che —- —_
37, Dimosirare che |2 serie E_Im—_m ¢ convergenie ¢ calcolarne la somma 8 5 < J1E=I;r{ 4
\ L x 1 L
Studiare la convergenea delle serie: 64, Dimostrare che %nz +-.'}.{ T+ 24+ 5+ + < %n? 4 _%
[ = n
8. a‘gt T 51 = n Swdiure la converpenza delle serie:
a - = {_r}n-l - i
"
L1 + 1 65 > , - 1
19, ;I dnt =1 2T EI il n E > 1] JE { ]:] BIC SEn ;
A=
. tn+ U odnts . | B aml 7 n+2 = Iugn
r 53 "2_:' TS ; j =
a1 E 3" . ; &7, E L”_"
= 5. 2 (— s at ]
™ 3 =] n + t
41, E " I_ 3 “ | Dererminute sz la convergenza delle seguenti serie & assolua o o ntizionaTe
el 55, E = o bl = n-1_3
S i S 0. 3, — 5, 3L
43. E H n=|"+l ] L] 2.+1
n=|
{3n+ i!}ln - = " -
L 1) gasm
L 71, L ma -
“ i i + 5H — 2 = HZ;Z nlogre 1 n%ﬂlﬂgn Té. g per x oo reaii,
a=l ntn? +” - 1 E =" 'n = {_ fy
L 72, I — 1]
= | 51 ,,E_:, ' - | e 7. § n+ 1)
= lops
5 2 | = n
| n"+ |G = | (= 1n < ]_]- 2"
58, X —— i E,_'—i w3 S
48 E rcighn amg Allega) =+ 1) ey’
) ned A 'Il' -1
CJ — _l
a 59 Z (5 4. E %acn, I
a. 35 AN "= il
LN
(logny’ - i logn Sludiare la convergenza delle gerie:
48, Z T ) a=a = In o
= n [} ﬁ._ "
n=l E al E [ I}
- I8 ol “='(2" = ' n=| 7 +
[ L =
49, E narcIg — i 2 nlogh o 3" -
e " n=h 7ICE T 2 a
oy
80 nsen’ ~— &2 E -91—— _ ] 2% Iy 2% 1y} YR Y
FInt i) ™ + I | — = — — —
I aul I 83 J+(J)+(3)+(1)+(J)+(J)"‘
52
5]
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B4, Dimoscrare che, se 4, A, &, sano oumeri pasilivi con & 2 g, I3 séric
ala+dy | wia+ difa + 2d)
TGt T T2
converge se (b — o) = d e diverge se (h —a)l = 4.

+

Studiare Im convergenza delle serie;

| 14 1-4-7  1-4-7-10
. vty 3 ees "Iz t
2 2.5 2.5.8
B. gtomtoizas T

' [
&7, ¥Yerilicurs che lu serie Z — 5 ¢ convergenie, Determinare p in medo che la
T T
=1

. | P :
aomma parziele 5, = 2! —--——— dilfericea dalla somma della seric per |e] <2 1075

in— 137

Soluzlanl degll sverclzl propoatl

7. [iermine generale i, pud essere scritlo nel sepueme mada:

I I
T - Dent+ D 4 Ndm— 1 an+ 3)
Lo somma parziale A-=vimn & daln da:

m=wmt+mt.tm=

AR A | {1t I
'T(T_T)*’T(T_"W T(T_F R
I I I
+T(4n—1 4n+3)
AL )
T4\ an+)
e quindi:
. -
S=hm &=z
3. i—v—i
oyt W ol

i
Essendao: ;‘_l"'_i__l' L = [= 1ermine generulz dells sedie 7 con'p 5 1 e quindi convergente ]

per il eriterio del confronio l2 serie & convergente,

54
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40,
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]

Sdn =1

Sieeome llm o, = lim 4—5_T 0 la serie pud convergers o divergere,
n—m= =

Eszenda;

R n 1
e = = = an [= temine generale sene srmenica {diverganiz)|

per il crilerio del eonfronta la seric diverge.

2 n+2

Sirtlyfe+13

Siccome

lm g =tlim 2 i —m—— = (-0 =0
I - -2

lp seric pud convergere o divergere. Essendo:

A+ 2 - a+12 - n+2 i
fr+ Ufn+13 (n+ Iir+ 3 M+ir+3 " rm+3

- , , , 1 L
[ 12rmine geRErLIC derie AMpdnice senza | termini |, 7 -3-]

per il erirerio del confronto 1a aerie diverge,

3

Ay n'S

Siha: lim w.=lim —I-(l) =
e on—mfl 43

Essendo:

L3 < () e

per il eriterio del confronio la serie converge,




41,

44,

56
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Essendo:
| |

[ = S [= 1ermine gererile iorm armonica |

per if eriterio del conlranto la serie diverge,

:i =)

=V On+ at

Si ha:

: =q A= 2

iIT—""".!,IT: T 2 J!le % =3 0=10
i

Applichiama il erilerie def quozicnue assumenda v, = # = Li
]

i
&1 his

Al @n—1) 2
aten=l _2

h=mba g

o+ A

etsendo o 2= 1 ed ¢ finito lu seric converge.

1
" it + 1)
Si hu:
; . 4w+ in-12
im t,=hm ———— =10
n H rn:n: L) |].2
dirt 4 g — p B
Imalite 51 ha: 1 il .12 - idn +,.,j‘" b
a1y

Applichinmo il erieria del quozienic alla serie al secondo membro essumendo

La serie al seconde membro guindi converge € per il crilerio del conframo converge
anche [ sene deta,

45,

44,

d7.
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E n— logn

= ot lﬂn!

51 ha:

. rn— logx . n . |og

| ﬂ—-—Lr =] —T7 — —_ 5 =
,,T:: m + I0x "'T..g A+ 10n ET_ '+ 10n
im w=10

e

Applichiame il criverio del quoziente assumende v, = 1

. Hy ) n— logn
lm =—=lim
A—mt gy

Esscndo va divergenle, anche 1a serie data & divergens,

i arelg s
nel 5
sk
. \ arclgn 2
Iim 1, = lim A:—-—=ﬂ
= n—m n =

Apphchiamo il criterie del guoziente assumendo v, = L
n

BICIEN

Ll
Im —=lim n

m
eV  a ]

Essendo v, divergenle lo & gnche Iw seric daia.

=1 1‘
Poiche  bm Gr=lim i = fm o2
r—w & oo 2og2 o 2lag2)

2
1 ha: lim i, = lim qu
n— = o=

=0-0n

"
=1 A~ nlogn _
PO T P T

=1

a7
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Riccome:
: s
hm

-'-"_I =
x—m 2
. i T . l
applicande il criterio del quoziente con vy = —x sl ha:

0 iy q !
lim —=1Hm #
ir—

e quindi !a seric & convergenle,

flogn)’
n

nml

[ loge }*
Siccome lim —L" lim T=ﬂ %1 ha; hm &= lm (ﬁ) =1

§ — - n—m= I—

. o ; | |
Applichiame il criterio del ynoiente assumends v, = Py
i)

E| F) 2
. tia _ . Tleg'n login
fim —=lim n — = lim

n—m Fn n—a= H o= T i =na

i
X}
e I
=

I

Alop q [}
=tim ——=lhm — 27 =hfm —F/— =10
ag—=w WA H—w= A Hpe = H

La serie & guindi conmvergaaie.

i I 1
i L!H'.‘!E._I
n=l1 ”

=M
1 1 xt
. dr:tg?_r E+?.- i 1 A
Hicoome !:T_ - = JT_ p = ..ITz T
— -
Ry X
i ha:

] |
lim &4 ==lim narcig—7 =10
b= §— o= "

Applichiame il crilerio del gupzieme assumendn v = —

51.
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Poiché
| l — 15
[ 135 4
Arcig T |+ (?)
LiT_II_T-—-ET_I-I_ ;3;’"._’ =]
x 2
st ha:
im == \ L
m —=hIm #a~|narc =
H—= Vo p—m Bl
¢ gquindi la seric diverge.
= [
E Asen’ —
a-=| n
| | 1 |
sent — lsm—-:ns—( —¥
a 0 X 0 X
Kiccome lim ———— = lim

=TETH

sitha lim wn.=10
H— &

- e % |
Applichiamo il eriterio del guogienle assumendo v, = o

! 1Y

sent — SER—
. Lin n . ]
im —=lm ——=lim |[—— ] =1
i e v R e
I
H n

La serie goindi diverge.

b
a=| r
Anemlogamente a quanto visto nell'es, 47 si pud verificare che ls serie converge apphi-

; T ; ]
canda il criterio del guaziente dopo aver assunio v, = —
n

Oppurc, applicando [l eriterio dellintegrale, 41 ha:

er'r " Lk f g o
-Kdagld. -
jl. b Kk [-1052] ,  log2

iy
[
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Pl 1 — = 1 1
R
log2 lag 2 g2 0 2lop2  lop 2

ok |
2y

e

+1
=]#0Q

Poiché lim  w, = lim

== o oe

la serie diverge.

Siha: lim Ha=10

n— =

Applichiama il crilerio del quoaziente assumendo v = =

: 1 _
W r e % Nute

la werie quindi diverge.

,g.(n:- I )"1

Lu presenze dellu polcnize sugperisee impiege del criterio della radice che da:

L a
lim ()" =lim ( "_T_ I) = 1" (larma indelerminalm)

L — =

Culcollamo il limite perx — =odi ¢y = ( ri 1) prendenda i logaritmi di ambo i

membri:

v

log

x | 2 sl ! &+
log = xlng P .In.-lr—“-w tegy = [=-0] = JI.}T.E. -—-—I_ =
¥
x+1 . —x+ir+ 1
; X+ I -
=tm B o
B 1 p—se
-
X

55.
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ot _ [
d M) R
quindi yp=-¢ 6{1

Essendo il limite minore di |, per il crirerio delta radice, la seric & convergenie,

L . [
Per il eriverio de! quoziente, amsumendo v, = . e

0 Hn .

Iim —=Ilim =~ i

P Ll
an"

e quindi la serie diverge.

I
i=anlogn

lim uw=10

o=
Applicande il criterio deli'integrale si ha:
I

d . -
e =_£ ID;Jr dr =[log(log xj]r = log{log=) — log(log2) = =

; xlogx

e quindi la scrie diverge. '

= 2

n
;Zn =1
lim w.=10
-

E--]

Applicando il criterio dell'integrale 1i ha:

T Adx 1 f" e i
| iz _xlz?-[ F:JI:%[lDE{ZH_[J]l:W—ﬂ:m

e quindi la scriz diverge.

L]
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Applicando il erilerio dellintegrale si ha:

fm dx _f-n‘l[lng.h.'] _ _L[ [ ];.. B
4 xllogx) s (logxt' — 2 Lilogsy .

I I -
_T(mgln ~ (log2f ) = 2loe 2y

e quindi lu serie & convergente,

o

59, i"

ae]

FH
1]

lim 0

Applicundo 11 eriteria dellmiegrale s ha:

r.-‘r ‘r"lnh o, 2
-[ —?.Jl‘ Fr = z

] !

e L]Ilindi Y4 seric & convergenie.

a0, i Tog s
x=1

lim w.=10

Applicande il eriterio dell'intcgrule si ha:

[ [ -

& guindi la serie & divergente,

=T L L
;Eu fhog

Applichiamo i eriterio dell'micgrale:

62
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f'zrmmn ) f”zhlluul
U= s Xlopx dx_,lul'f"l., e Xlogx e

o
Ponendo logx =1 — _x_r =dt con log 10 = r & log M = A\ siha;

Ty gl
f=lim — dr
M =wdpgg !
Poniamo adesso
r
logr =1 — ; =dy can Inglog 10 = » 5 lag M) = M,
Si ouiene:

J‘. Hy f M s & loy T = M,
I=1 = o = |t =
,a:;:l_. — m]? ) Il:,r::l_, o lngdiog ||1:|"'|r dy I;EI_ - [ log2 ]'Iu'[lﬂg L =

c quindi In serie diverge.

Applicande il criverio dellinwegrale 51 hu:

g i s
Trdx = [‘Jlrrill] . R

¢ quindi la seric converge.

) 9 il 5 A !
63, Per dimasirare che T{ 2 ;rr:.’.? considerinma il grafico delts funzione =

x=1

Fig. 4.3

&3




_—T——_I

Spnte WUMBRICHE

SERIE MUMERICHE

In un generice intervallo (a, &) 0 suo imegrale definito &

h

fﬁr e
X 2 2K

Drulla Tig. 4,301 si pud rilevare che:

il
4
x
L}
a
I}
|

Lz Biled 2} (b)
~ 9

) Fig 43.2

f: richiesta perd una precisione superiore perché, came si vede dal sepuenie die-

grammi, Vintervallo richiesto & interno o quello ottenuto: Dalla fig. 4.3.2-a sl deduee che:

o a-1 2 i -2 n—TI
— o & i J'J- \f?d‘f}lg\.“'_ = THZ—T'}&ZI\{F
| N 2
T ] 4 2 7 3 4 n-| n
— i e IV VR = 3 VE
[
Ciservando dallu fg. 4.3.1 che, bl crescere di A la spezzata st avvicing alla curva 7r Dalla Mg, . 3.2-b 5i deduee che:
e che . .
4] 25 2 a
, [ ra< 3 v - Lo te b ym -
Tl [ ! i=3 =1
J:'T 8 ~  [remmando | ad ambe | membri]  —

g-unche Vares dei retanpoll AB21 ¢ BC3Z{inlan| 'ordinata di B & 1K), 50 ha che:

23 1 = s

3 +J{*§2ﬁ+1—*§rﬁ
2 o | I | o | 8
Z,Lq=z“t—|{ r.\ i EF{T

= e B Ji il arl
. - - !
¢ che &5, E I]"
Tdy _w L5l ki )
N ) = g'n_:r =i A < Z‘-ll FE gl e > 8 Essendo la serie & segai alternd si epplica il criverio di L& ibnitz.

il che & quanto 4 volevs dimostrare. Poiche o Zrbin 2= 22 oty 2 o

4 1
c m  |u.] =lim =10
tim |l = lim_
84, L serie "I_'.I it cla funzione » = \/x hanno la rappreseninziont prafica indicata It seribanher
im lig. 4.3.2.
: a5

ad
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=1y
D e

e

Essenda: ) 2w T o 3B by O ey

T ) 1
e i) o, iy 0

s A— ™ A— =

In merie converge,

|

Sloeqame ,l,'Tm M1 3

la serie diverge.

. 1
E (— " urcsen .

T TTE e T T e - T B 3 T -

|
lim darcsan—=1{
"= iy

ld seric quinds converge.

v " £
;1 =1y logn

, _ W . 24/x o
Paichd  lim 7 T = lim L= Hm o
1— IOBS - | AT

x

|g serie diverge,

= (=
st

Siecome per il iermine generale della sere dei valori masoluti vale la relazione;

T I
;&T’I' = F [= terenlie genetale dells sere prean fp 2 e quind] convergeme]

|a serie & vusolulamenie convergente.

7.

T1.

Th

T,

SEnIE NimMERICHE

=

AL loga

La serie non & assolulamenie canvergenie come 5i pud consiaiare epplicando il crile-
rio dell'integrale nlla serie dei valori assoluri fefr. oo, 52).
Consideralns la serie a s¢gninlerni si ha

mEmEm>.., ¢ hm I .=EI
n—m RlOgn

quindi Im stric & condizianatamente convergente.

- {_J]ﬂ-ln
P’ "+

Applicanda il eriterio deil'inreprale:

= rax 1 2r | ~
. Pﬁ=1’.‘ Foydr=glestE + 0] ==

51 corulaa che la serie non & assolutamente convergenie,
Per la serie 8 $cgni mllerni si ha:

Swmm . i =
F7 = Y e S e & ,E,IT..,?T:T 1]

quindi la serie & condizionatameme conve rgente.

= {_]-]rr"!

Y
=+ '
Si ha:

lim - - g = (it pumeratore & wn Infintio di ordine supenare ol danaminalore |
{.‘1'2 + l].‘
Le serie diverge perché il suo termine penerale Jw| non Iende a zero per cui nen pub

£ssere assolutamente convergenis né verificare il eriterio di Leibnitz per le sarie alter-
naie,

E {_ I}"-I SEN L
= In= | v
L." serie & asgolulamenie convergenle, come si pud verificare con il critefo del quo-
zignie, nassumendn:

&7
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3
Vo =5 con p =5
i 5CT !
Lol 1 -.nT L _ nm ;"
T T Y i T B
a
|. iuﬂl —-.I—.l—L
per cui Hrr_n-: w =3 1=
E |:__,|]n-—1 1
fpnr} 4

L3 serie & smolulameme convergente. come si pud verificare con il crierio del quo-
ficnle, assumendo vy = =
Si ha;

lu| __m
va T4

£ quindi:

* " a
lim 2.._l_lﬂllm ?"‘Ilm FET =1

n—== ip— = n— -

-
COSHTa

=i 1-’5 +n’

La serie ¢ yssnlulimenie convergente. Infauli, per il erilera del canfronto, si ha:

con v e qceali

COs T | | o .
e = oo = = [= ermine gemerle & perle convetgenlc]

E =1¥n
= i+ D

"Lu gerie & pssoluiamente convergenie, come si pud verificare eon il criterio del rap-
porio eppliculo a1 moduli:

wagi| __oatt  imt D" 1L m+tld

e LT+ et an T At
= 1

[iny u"—|=—{l

= fin ¢

.

BO.

Sxnie NUMERICHE

Alte steuso risulislo si pervienc spplicando i1 eriterio delln radice:

el UL Y I W
" r {I'"+I. na= l_f

= (_ I}n IJII
25

La geric & assolulamente canvergsnie, come af pud verificare can il criterio del rap-
porls applicone 1 maduli:

I—zwJ %-::1

Col eriterio delln radice 51 ha:
B
lun| = _9_

Si ozgeryi che |wa) & anche la scrie geometica di Tagiane %
"E_, (2n— 13t

La seriz & convergeme, come i pud verificars con 1 criterio del rppoTLa;

SRR | L Rl L | 5

Hy (a4 I I~ In2n+ D)

& quindh:

tim “=L—g

r=m Unr

E.: 3

u-[;‘-

Apphcando il eriverio de] rapporta & ha;

Hred _ qeL n’_s n

Ha r+ 0 " A E
Unai

iIT- 7 =3>1

la szrie qoindi diverge,




Sepie NUMERICHE
SERIE NUMERICHE ] !

- {\ﬁ - I}H I (2)] ( I ] 2 L ] l 3 2 &
1. G ER ) 3 3) T3 Y
,.E-:. o 8, ++([3) + 3)+(3) (3)+(3)+.._
Applicardo il crileric del rappotio 4i ha: La seric & convergente perché somma di due serie convergenti che sono:
o (SoI oy L () Q) w1 () # @) (2
- = - _+ KD I e = ey k3 Y =
el ey Al ey ey O ¥ 1 Y Bt ¥ (Al ey i e Rl W +]
] ] Ay 1
lim Bn-n (5 - 13> | = ?*[5cnc geometrica di ragione ?ﬂ: n
n—m Un
. . . 1 4 L] H 2 d )
e gquindi la serie diverge. (1) (l) (l) — (i) r i _2._ =
3 + 3] 3 + .. 3 | + 3 + 3 + 3 +.. =
m . {serl Lrica di ragi - =< 1)
[ = & " {senc grometrica di ragione —
. X 8 ]

Applicando il cricerio del rpporto si hat 4. f_+ gla + d) + {2 + i {w -+ 2 +

bkt tdy RE RS2 T
(TR T {00 ol ) LI S i i o V1. n \
e I ol (ut Pt el An Applicando il criveria de] mpporlo ai ha:
. el e g _ et tetrdilatndtd) bb+d..ib+nd
Llr:in = ity Bib+ . . b+ndlib+nd+dt slo+d..la+nd

Si perviene ad una Morma indeicrminate. 11 valore del Timite pud ossere individuato —rtnd s o

com le seguenti eonsiderarioni, b+ nd+d
. r Bicocome
Ponigmo; ' = (.r ¥ ) . 7
lim —=1

Prendenda i loparinmi di umbo i membri gi ha: A=m Ua

il criterio Mynlia incfiicace; applichis mo il eriterio di Raoke che da!

08 T H(‘_H,.,r|)_n_ antwd+nd _ mib = o)
b+nd+d ~ nd+b+d

logy = rlog r:-l- =

T

|
T

lim nibe Siby_bed
Pussundo al limile: n—m id+E+d T d
gt mxd e+ D) 1 Per #—a>d illimilet > 1 quindila serie converge
i iogy = lim ¥ I[I.'r + 1} ik ?} =y Per b—a<ld illimited <1 guindi I cerie diverge
L — ' o= - N — ol ¥ -
: rd

¥ Per f=a=4d ilreppono vale At bt d < | quindi la seric diverge.
In defimative si ha:
. I o, -4 147 104:7-10
lim_ = B It Ftsee tyee 2 T

E un caso pnicolare della zerie studiata nell'ssercizio precedente cong = (, b= 3,

La serie & quindi convergente. d=1;siccome b—a=2<d=2 In serie diverge.

!
7l
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T2

SERIE MUMBRICYE

3 2.5 2.5.8
vty ta et
a=2 h=9 d=)
h—al=7>d=1

quindi In zerie converge.

A
TR

Siccome & una serie numerica o tezmini posilivi & pud wpplicare i} crileric detla radice
che di:

lim e =ii51m —ﬁ: o

==

per cui Ja $efe & convergenis. Indicenda ¢on S In sua somma =i he;

S=mnt
dove ;
_ I ] I L
fn=—F77+ e R rES R £L+ 2, +
n’ 7 w+2 ? atn?  a'n
1 | | 1 1
+1_-f+'“= r 1 I+_L+?+_E'“ =
n*rt P nt nt

]
= =———r— {3eric gromcirica di ragione g = ;{ | per 2> 1) =
T3 Wi
R
1 ! I [ !

H'T[ﬁ— 1}

i T=g It
nt

. .
N s
Ponendo A = 2, 3. 4, ... ki ouliene rispetlivamente:

I
ST =
My < —3 !

¥ fi-n

R g
e ~is <1

SFLIE NUMERICHE
Cruindi si pud serivere:

| 1 =
5‘—5¢=S—(|+—'—; +—3r)=R|‘-’:ID'
23

ciok la sammea parziale 5y dilferisee dalle somma 8 per o] < !

4,4.- Exerclzl dm esame
51 determinino i velori del parametra reals o per i quali convergona le serie;

8. iﬂ(l T z)
o 35

=l

o it Y 1 T-a
0. 3 S+ V)

a=l

() SN
gl- ZI [:H"I' {",rn_}.-|| {ﬂ 2}

-

91 i fn+ 0"

oortlmg'e

Studiare il caratiere delle seguenli serie;

n 3, (2B
)T

94, g}(lﬂ-%

Soluzionl

B8. La condizlane necessaria {ma non sulficiente) per la convergenza implica che sin:

lim (H“) =p

n—atl—a

Essenda s intere pagitivo, detle candizione si lraduce in:

1+ L +a—1+ 2a
Top — talta o B p . oa<e,a>]
|l —a l1—a I1—a

KL
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i , . |+
La scric data & quella geomeirica con ragions ¢ = I — o che canverge per:

2
| ta lta ) L -l 21—
|—a | —w 1 —u

2 !
- N ——=1 — O —=| — a<i}
| —m l—a

<1 - 1<

Il procedimento ¢ wnaloga a quelln dellesercizio precedente,

La condizione necessaria {ma non sefficiene) per lu vanvergenza implica, essenda #
intero posilivy, che:

at 2 g+ 2—a—1

e e T Uy

< - o=l
i . . ]
La seric dala, cssendo geametrica can ragione g = o] Comverge per:

at 2 [
q_l_l‘f.l - '—l{J+ﬂ+J<".|

je+2

E+l1cil S—

1 1
— —lﬁm{ﬂ - a{—z

I'er la condizione necessania di convergenza deve essere nullo il limile per v — = del
lermine generale della serie. Si ha guindi:

lim %-mw Yy =

n=m |
a 1+ ]_).. !tl'dl(1+_1_)2-‘
] ,v—n " 5p—n|

= kim T =
- 2
ne= o (I + =
L
=lim u'" 7" [espremione lendenica 1 e — ] = lim n'oe
n— = -

Alfinché il limate 2ia nullo e Lo seric possa convergere, deve essere quindn

l~g=d — a>|

fer verificars l'eveniuale converpenza applichiamo il criterio del quoziente sceglien-
dao 1, == ;J; termine pererale della seric armonica generalizzata che converpe per

p =1, 5 ha;

f L f -
lim =S =1lim #'" """ [espresuione endente | per n — =]

H-=m ¥n N

Perché il limiie sis finito deve essere:

a].

a1,

SEnie NUMERICTIE

l—a+psld — ax=2l+p

Essendo g > | la condizione ottenuie & pid resiniiliva dells condizione neeessaria per
I copvergenza [a < 13, quindi per az= | + p la serie & convergenie.

Con procedimemn analogo a quello seguito nell'ssercizio precedeme sj ha:
, 1 L _ 2%°- |
n"(——l)'ﬂzl' I’(l'-—z)
: " H
lim

1L litnie & nullo per:

a=1l=<0 — a<l

=lum o' *[iermine iendente 3 1 perp — o]
T— K

Applicanda il eriterio del guozieme sceglisndo per il conlrens v, = 7+ lermine ge-
nernle della serie armonica genecalizrala che converge per p o» 1, 51 ha:

-1 ]
lim n"" "7 [termine tendeme u 1 pyn — o]

A—=
Questn limile risulia finilo par;
a—l+p=l — axl-p

relaziome pii restrintiva rispeis a quelia scaturia dallp condizione recessarie pet la
convergenza (@ <2 |}, per ol la seric risully convergente per:

az l—p

Verifichiame s la serie pub converpers:

=1 r v

oo AR o 5T '+n)

,,"E.,n + log' n "TEI-I- (lugn)
n

Questo limate & aulla per
a—1<0 — o<
Applichiame il criwerio del guozienae scegliendo per il canfrome v, = ot termine

generale della serie armoniea generalitzata che converge per p > L. Si ha:

G ]

B el
- (Iugn)
i
Quesie limite  Minile per!

a-l+psld — a5i1—p

lim ﬂ=1||:|'J n

H—==4n n—=

75
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relazione piit resiriftlva rispetio & quella semurits daila condizlone necessatia’per la
convergenda {o<C 3), perlanto la serie risulta CONVErgente per;

a5 i-p
Verilichiamo se la serie pud essere convergents,
S0, =
In' = | |
s & a i a
lim (I = “) =(I")=lim [([ = —) ] = [ponendn — = m] =
n—= i n—= L L
=i+ I’
[A™ |
i [+ )T
sy =l i
Paiché il limite & diverso da zero b serie non pud essere convergente.
Verifichinmo se la serie pud essere convergente:
| B4
L I W
; iy - ; 2
lim (! e = lum === =[pnn:mu—%=m]=
o= h Mo i 2
L

B an’
= lim [(I-[-—)] =T =10
e m

La serie pub quindi essere convergente,
Faiché tutti i termini della serie sano positivi, applichismo il eriterio dells radice:

—Anr' g
Hm &, = lim

i’
3 i i Kk
(I—-) = lim [(|+L ==t
n—= - n = e " e

La seric & quindi convergente,

I e




