Chapter 7
Network Flow
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Rete ferroviaria sovietica

Hanno analizzato problemi di trasporto relati alla rete ferroviaria sovietica:

a AN. Tolstoi, Methods of finding the minimal total kilometrage in cargo-
transportation planning in space, 1930, (in russo)
T.E. Harris, F.S. Ross, Fundamentals of a Method for Evaluating Rail Net
Capacities, Research Memorandum RM-1573, The RAND Corporation, Santa
Monica, California, 1955.
Q Scritto per US Air Force, dapprima “classified” e poi “unclassified" il 21 maggio 1999.

I nodi rappresentano piccole regioni connesse con archi

a
Q  Capacitd di una connessione: tonnellate che possono essere trasportate in un giorno
Q

Interesse degli US: calcolo dei "bottleneck” per disconnettere gli stati satellite

On the history of the transportation and
maximum flow problems

Alesander Schrijvort

Abstract. We roviow tso pepers thet aro of istoiealinterst fo combinatorisl optimization: en
il of AN, oo from 1990, wich che ramporiation prolem is e, and 0 gatve
L appliod o solv o (or that tzns) transportation.
e an o oty e, RAND s of . Fr
hat Ford and Fullrson mention a5 motivation (0 sudy the maximm m o proiem.
“The papens have in common thas they both apply tieir methods ¢o the Sovie. raibuey network.

in Math Programming, 91: 3, 2002,




Rete ferroviaria sovietica, 1955

Harris e Ross: Max flow di 163.000 tonnellate dalla Russia allEuropa dellEst e taglio di
capacita 163.000 tonnellate indicato come "The bottleneck”
Riferimento: On the history of the transportation and maximum flow problems.
Alexander Schrijver in Math Programming, 91: 3, 2002.




Altri esempi di network

a Liquidi attraverso tubi

Q Parti tra le linee di assemblaggio

a Corrente attraverso una rete elettrica
a Informazione in reti di comunicazioni
0 Trasporto di merci su strada

Q..



Network Flow

Un network & un grafo diretto
Archi rappresentano tubi che trasportano liquido

Ogni arco ha una capacita (tubi di grandezze diverse)
Un nodo sorgente

Un nodo pozzo



Network Flow

Un network & un grafo diretto

Archi rappresentano tubi che trasportano liquido D]:U:l

Oghi arco ha una capacita (tubi di grandezze diverse)

Un nodo sorgente

Un nodo pozzo

source




Problema Taglio Minimo

Rete dei flussi.

« Astrazione per flusso materiali sugli archi.

« 6= (V,E) grafo diretto, senza archi “paralleli”.
= Due nodi distinti: s = sorgente, t = pozzo.
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sorgente 6 10

« c(e) = capacita dell'arco e.
\I
I

1 10
capacita =~




Massimo Flusso e Minimo Taglio

Massimo Flusso e Minimo Taglio.
= Due problematiche algoritmiche molto ricche.
= Importante problema nell'ottimizzazione combinatoriale.
« Bella dualita matematica.

Aplicazioni non banali / riduzioni

= Open-pit mining. Network reliability.

« Project selection. Distributed computing.
Airline scheduling. Egalitarian stable matching.
Bipartite matching. Security of statistical data.
Baseball elimination. Network intrusion detection.
Image segmentation. Multi-camera scene reconstruction.
Network connectivity. Many many more . ..




Taglio

Definizione. Un taglio s-t & una partizione (A,B)di Vcons€ Aet €B.

Definizione. La capacita di un taglio (A, B) & cap(A, B) = E c(e)

eescedaA

10

Capacita=10+5+15
=30




Taglio

Definizione. Un taglio s-t & una partizione (A,B)di Vcons€ Aet € B.

Definizione. La capacita di un taglio (A, B) & cap(A, B) = E c(e)

eescedaA

10

Capacita =9 + 15 + 8 + 30
=62




Problema Taglio Minimo

Problema taglio s-t minimo. Trovare un taglio s-t di capacita minima.

Capacitd =10 + 8 + 10
=28




Flusso

6rafo 6=(V.E) Esempio: oil pipeline

Flusso inferiore alla capacita

.S

Massimo flusso







Flusso

Definizione. Un flusso s-t & una funzione che soddisfa:
« PerogniecE: 0 = f(e) = cle) (capacita)
« PerogniveV-{s,tk Y fe) = Yf@ (conservazione)

eentrainv eesce dav

Definizione. Il valore diun flusso & v(f) = E fle .

eescedas

@

capacita — 15

flusso— 0
valore = 4




Flusso

Definizione. Un flusso s-t & una funzione che soddisfa:
« Perognie€E: 0 < f(e) < c(e) (capacita)
« PerogniveV-{s,t% Y f@ = D f@ (conservazione)

eentrainv eescedav

Definizione. Il valore diun flusso &: v(f) = E fle) .

eescedas

@

@

capacita — 15

flusso — 11
valore = 24




Problema Flusso Massimo

Problema Flusso Massimo. Trovare flusso s-t con il massimo valore.

@

capacita — 15

flusso — 14
valore = 28




Flussi e Tagli

Lemma valore flusso. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-t. Allora, il
flusso netto inviato attraverso il taglio & uguale all'ammontare che

lascia s.
Ef(e) - Ef(e) =) S @) =10+3+11=24

cesce daA eentrain A

eescodad




Flussi e Tagli

Lemma valore flusso. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-t. Allora, il
flusso netto inviato attraverso il taglio & uguale all’ ammontare che

lascia s.
Ef(e) - Ef(e) =) S fe) =6+0+8+11=25

eescedaA eentrain A

coscedan

2 flo)=1

CconminA

v(f)=10+3+11=24

_>@




Flussi e Tagli

Lemma valore flusso. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-t. Allora, il
flusso netto inviato attraverso il taglio & uguale all'ammontare che

lascia s.
Ef(e) - E.f(e) =) S fte) =10+8+10-28
eescedaA e enfrain A o

> fle=4+0-4

eenrminA

v(f)=10+3+11=24




Flussi e Tagli

Lemma valore flusso. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-t. Allora,

S - Dfe@ = v

eescedaA eentrain A

Ricorda: Un taglio s-t & una pnr'hzlone
(A,B)diVconseAetEB.

> f©

. ! per la conservazione del flusso,
¢ escedas / tutti i termini eccetto v=s sono 0

S| Y re- 3 fe@

vEA e escedav e entrain v




Flussi e Tagli

Lemma valore flusso. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-t. Allora,

Sre) - Dfe = v

cescedad eenfrain A

Ricorda: Un taglio s-t & una partizione
(A,B)diVconscAeteB.

> f@©

per la conservazione del flusso,

/ tutti i termini eccetto v=s sono O
> Y fo- Y fe@

vEA e escedav e entrain v

> D> fe-3 > fe

VEA eescedav VEA eentrainv

eescedas

gli archi e che hanno entrambi gli

E f(e) - E f(e) endpoint in A danno contributo O

eescedaA e entrain A




Flussi e Tagli

Dualita debole. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio s-+. Allora il valore
del flusso & al massimo la capacita del taglio.

capacita taglio= 30 = valore flusso < 30

capacitd = 30




Flussi e Tagli

Dualita debole. Sia f un flusso. Allora, per ogni taglio s-t (A, B) si ha
v(f) = cap(A, B).

Prova.

v(f) > fe- D fle)

cescedad eentrainA

> fee)

cescedad

Y, cle)

cescedad

cap(A, B)




Certificato di Ottimalita

Corollario. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio.
Se v(f) = cap(A, B), allora f & un flusso massimo e (A, B) & un taglio
minimo.

Valore del flusso = 28

Capacita taglio =28 = valore flusso < 28

®

15 0

15 0
14
30




Verso un Algoritmo per il Flusso Massimo

Algoritmo greedy.
=« Iniziamo con f(e) = O per tutti gli archi e €E.
« Trovare un cammino s-t, sia esso P, dove ogni arco ha f(e) < c(e).
« Aumentare flusso lungo il cammino P.
. Ripetere i precedenti due passi fino a che & possibile.

valore flusso = 0




Verso un Algoritmo per il Flusso Massimo

Algoritmo greedy.
= Iniziamo con f(e) = O per tutti gli archi e € E.
« Trovare un cammino s-t, sia esso P, dove ogni arco ha f(e) < c(e).
« Aumentare flusso lungo il cammino P.
. Ripetere i precedenti due passi fino a che & possibile.

1
O/O\o

20 10

valore flusso = O




Verso un Algoritmo per il Flusso Massimo

Algoritmo greedy.

« Iniziamo con f(e) = O per tutti gli archi e € E.

« Trovare un cammino s-1t, sia esso P, dove ogni arco ha f(e) < c(e).
= Aumentare flusso lungo il cammino P.

= Ripetere i precedenti due passi fino a che & possibile.

1
20 X 0

20 10

10 20

0 \(/ X 20 valore flusso = 20
2




Verso un Algoritmo per il Flusso Massimo

Algoritmo greedy.

« Iniziamo con f(e) = O per tutti gli archi e € E.

« Trovare un cammino s-1, sia esso P, dove ogni arco ha f(e) < c(e).
= Aumentare flusso lungo il cammino P.

« Ripetere i precedenti due passi fino a che & possibile.

oftimalita locale # ottimalita globale

20/0\0

20 10

10
10

ottimo = 30




Nuovi cammini per aumentare il flusso

(@ (b) (©

Figure 7.3 (a) The network of Figure 7.2. (b) Pushing 20 units of flow along the path
s,u, v, t. (¢) The new kind of augmenting path using the edge (u, v) backward.




Nuovi cammini per aumentare il flusso

20

valore flusso = 20 \(2/

valore flusso = 30




Grafo residuale

Arco originale: e = (u,v) €E. /capacifé

« Flusso f(e), capacita c(e). ® 17 ®

6

\flusso

Arco residuale.
.« Flusso di “undo”.
. e=(u,v) eR = (v, u).

7/
« Capacita residuale: C‘t 1 jv)
6

{c(e)—f(e) se ¢e€E N
Cf(e) = R
f(e) se ¢  €F

capacita residuale

capacita residuale

Grafo residuale rispetto ad f: G; = (V, E;).
« Archi residuali con capacita residuale positiva.
« Ep={e:f(e)<c(e)} U {eR:c(e)> 0}




Grafo residuale: esempio

(b) ©

Figure 7.4 (a) The graph G with the path s, u, v, t used to push the first 20 units of flow.
(b) The residual graph of the resulting flow f, with the residual capacity next to each
edge. The dotted line is the new augmenting path. (c) The residual graph after pushing
an additional 10 units of flow along the new augmenting path s, v, u, t.




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

flusso
/ capacita
0/
10

°\o
10 1

valore flusso = O




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

AR

flusso
capacita
0

NN

valore flusso = O

N\
/@Li 4(:‘9\@“.*0 residuale
@/ i é \i \O




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

2 f lusso
capacih‘:

0 O

8 \l \Q

valore flusso = O

T AN capaata residuale




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

0
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Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

0
4 flusso
/ capacita
8 R R 8 o/
10 20 8 6 0 10
0 8 B
10 @ 10 t

valore flusso = 8

X(Tt T AN capaatq residuale
° \l ) ;~®




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

ﬁi

10

2%

valore flusso = 8

</

ERAY
]
\l

28 GN8N




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

valore flusso = 8




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

0
4
6 10 8 8
10 2 8 5
2
0 /L g 2 10 X
s 10 3) 9

valore flusso = 10

4
Gf: 8
2 | B\E )
@/ 0 é 5 NG 2 é}
8

—




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

0
4
8
8

22

b : \o

valore flusso = 10
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Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

0
4
8
8

22

b \3

valore flusso = 10

RS

2
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Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

10
10 22

"6
10
R 6 J\ 10
B 10 ©; 10 0

valore flusso = 10

4
6y
8

10 2

Ld SN




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

B 6

10
1°\o
10 1

valore flusso = 16

o,




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

valore flusso = 16




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

valore flusso = 16

: 6
6 4
5 10 o




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio
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valore flusso = 16
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Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

10
10

2 %
0

ae |
10 ©)




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

ERAY
S

10
10

valore flusso = 18




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

10
10

valore flusso = 18




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

3

10 : 7 NG
6

10 20 6 10
is | \L “’\o
3) &) 10 t

valore flusso = 19




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

AN

valore flusso = 19

9
1
lo%




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

valore flusso = 19

9
1
\6 1%
é 10 U

/-3
ﬁ§l

2 7

1 /3L 9

10

Non ci sono pili cammini aumentantil




Algoritmo Ford-Fulkerson: esempio

A\L\

capacita taglio = 19 valore flusso = 19

/fi%\f

9 ® 10 D
Nodi raggiungibili da s in 64 {s,3}
Corrispondono ad un taglio in & di minima capacita




Cammino aumentante: Algoritmo

minima capacita residuale degli archi di P

Aumenta(f, c, P) {
b <« bottleneck (P)
foreach e € P {
if (e EE) f(e) « f(e) + b —— arcodiretto
else f(eR) < f£(e) - b «—— arcoinverso
}

return £

Ford-Fulkerson(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) « 0
Gy < grafo residuale

while (c’é un cammino aumentante P) {
f « Aumenta(f, c, P)
aggiorna G;

}

return £




Teorema Max-Flow Min-Cut

Teorema del cammino aumentante. Flusso f & flusso massimo sse non ci
sono cammini aumentanti.

Teorema Max-Flow Min-Cut. [Ford-Fulkerson 1956] Il valore del flusso
massimo & uguale al valore del taglio minimo.

Prova. Dimostrazione di entrambi mostrando che sono equivalenti:

(i) C éuntaglio (A, B) tale che v(f) = cap(A, B).
(ii)  Flusso f & un flusso massimo.
(iii)  Non ci sono cammini aumentanti relativi ad f.




Teorema Max-Flow Min-Cut

Teorema del cammino aumentante. Flusso f & flusso massimo sse non ci
sono cammini aumentanti.

Teorema Max-Flow Min-Cut. [Ford-Fulkerson 1956] Il valore del flusso
massimo & uguale al valore del taglio minimo.

Prova. Dimostrazione di entrambi mostrando che sono equivalenti:

(i) C’éuntaglio (A, B) tale che v(f) = cap(A, B).
(ii)  Flusso f & un flusso massimo.
(iii)  Non ci sono cammini aumentanti relativi ad f.

(i) = (ii) Questo era il corollario al lemma della dualitd debole.

Corollario. Sia f un flusso, e sia (A, B) un taglio.
Se v(f) = cap(A, B), allora f & un flusso massimo e (A, B) & un taglio minimo.




Teorema Max-Flow Min-Cut

Teorema del cammino aumentante. Flusso f & flusso massimo sse non ci
sono cammini aumentanti.

Teorema Max-Flow Min-Cut. [Ford-Fulkerson 1956] Il valore del flusso
massimo & uguale al valore del taglio minimo.

Prova. Dimostrazione di entrambi mostrando che sono equivalenti:

(i) C euntaglio (A, B) tale che v(f) = cap(A, B).
(ii)  Flusso f & un flusso massimo.
(iii)  Non ci sono cammini aumentanti relativi ad f.

(i) = (ii) Questo era il corollario al lemma della dualita debole.

(ii) = (iii) Proviamo che not (iii) = not (ii).
« Sia f un flusso. Se esistesse un cammino aumentante, allora potremo
migliorare f inviando flusso sul cammino.




Prova del Teorema del Max-Flow Min-Cut

(iii) = (i)
« Sia f un flusso che non ha cammini aumentanti.
« Sia A* | insieme dei vertici raggiungibili da s nel grafo residuale.
« Per la definizione di A*, s € A*.
« Flusso f non ha cammini aumentanti = t & A*.

() = > flo- Y [

e esce da A* e entra in A*

grafo originale




Prova del Teorema del Max-Flow Min-Cut

(i) = (i)
« Sia f un flusso che non ha cammini aumentanti.
« Sia A* | insieme dei vertici raggiungibili da s nel grafo residuale.
« Per la definizione di A*, s € A*.
« Flusso f non ha cammini aumentanti = t¢& A*.

v(f) = Y fle- Y f@

e esce da A* e entra in A*

Ricorda: definizione di arco residuale.
* Flusso di “undo”.

ce=(u,v) eR= (v, u).

« Capacita residuale:

c(e)-f(e) se eEFE
C/(e) =

f(e) se " EE
grafo originale




Prova del Teorema del Max-Flow Min-Cut

(i) = (i)

« Sia f un flusso che non ha cammini aumentanti.

« Sia A* | insieme dei vertici raggiungibili da s nel grafo residuale.
. Per la definizione di A*, s € A*.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t & A*.

vif) = > fleo- Y f©

e esce da A% e entra in A%

"'m, v) s saturated
Residual graph \with flow.

Sia (u,v) tale che ue A* e veB*

Allora f(e) = c(e).

Se fosse f(e) < c(e) allora ci sarebbe ©
un arco (u,v) nel grafo residuale e o
quindi v € A*, (noflow. )

Figure 7.5 The (A", ) cut in the proof of (7.9).




Prova del Teorema del Max-Flow Min-Cut

(iii) = (i)

« Sia f un flusso che non ha cammini aumentanti.

« Sia A* | insieme dei vertici raggiungibili da s nel grafo residuale.
« Per la definizione di A*, s € A*.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t¢& A*.

v = Y f@- Y f@

e esce da A* e entra in A*
(@, v) is saturated
Residual graph {with flow. )

Sia (u,v) tale che u'e B* e vie A*,
Allora f(e) = 0.

Se fosse f(e) > O allora ci sarebbe

un arco (V',u’) nel grafo residuale e

(u', v') carries ‘

quindi U'E A*. {no flow




Prova del Teorema del Max-Flow Min-Cut

(iii) = (i)
« Sia f un flusso che non ha cammini aumentanti.
« Sia A* | insieme dei vertici raggiungibili da s nel grafo residuale.
« Per la definizione di A*, s € A.
« Flusso f non ha cammini aumentanti = t & A*.

v(f) > fo- Y [

e esce da A* e entrain A%

E c(e)

e esce daA*

cap(A*, B)

grafo originale




Cammino aumentante: Complessita Algoritmo

complessita “"bottleneck”

Aumenta(f, c, ?j { quante volte viene eseguito?
b < bottleneck (P)
foreach e € P {
if (e EE) £(e) « £(e) + b
else f(eR) « f(e) - b
}

return £ complessita tempo

Ford-Fulkerson(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) <« 0
G; < grafo residuale

while (c’é un cammino aumentante P) {
f « Aumenta(f, c, P)
aggiorna G,

}

return f




Cammino aumentante: Complessita Algoritmo

complessita "bottleneck”
O(n)

Aumenta(f, ¢, ) { quante volte viene eseguito?

b <« bottleneck (P) O(n)
foreach e € P {

if (¢ EE) f(e) « f(e) + b

else f(eR) « f£(e) - b
} N
return £ complessita tempo

O(n)

Ford-Fulkerson(G, s, t, c) . ;
foreach e EE f(e) — 0 quante volte viene eseguito?

G; < grafo residuale

while (c’é un cammino aumentante P) {
f < Aumenta(f, c, P) ~
aggiorna G, complessita

}

return £

complessita “aggiorna G;" complessita tempo




Cammino aumentante: Complessita Algoritmo

complessita "bottleneck”
O(n)

Aumental(£, e, ZE g quante volte viene eseguito?

b <« bottleneck (P) o(n)
foreach e € P {

if (e EE) f(e) « f(e) + b

else f(eR) < f(e) - b
) Y
return £ complessita fempo

O(n)

Ford-Fulkerson(G, s, t, c) { - t0?
foreach e € E £(e) « 0 qucan ZH\‘/O de viene eseguito?
G; < grafo residuale =C volte, dove C- Edc(e)
cescedas
while (c’é un cammino aumentante P) {
£ < Aumenta(f, c, P) complessita O(m)
aggiorna G, ricerca depth-first o breadth-first in 6¢
}

return £ . . L
complessita “aggiorna G. complessita tempo

O(m) O(mC)




Complessita tempo

Limite superiore al valore del flusso: C= E c(e) .

cescedas

infatti ~ v(f) = Y f@) = (@)

cescedas eescedas

Assunzione. Tutte le capacita sono numeri interi trale C.

Invariante. Ogni valore del flusso f(e) e delle capacita residuali c(e)
rimangono interi durante l'algoritmo.

Teorema. L'algoritmo termina in al massimo v(f*) < C iterazioni.
Prova. Ogni cammino aumentante incrementa il valore del flusso di almeno 1.

Teorema Integralitd. Se tutte le capacitd sono numeri interi, allora vi & un
flusso massimo f per cui ogni valore del flusso f(e) & un intero.
Prova. L'algoritmo termina, quindi il feorema segue dall'invariante. =«




Complessita tempo

Supponiamo che tutti i nodi abbiano almeno un arco incidente, quindi man/2.

Corollario. Complessita di tempo dell'algoritmo di Ford-Fulkerson & O(mC).
Prova.
0 al massimo v(f*) < C iterazioni
Q in ogni iterazione:
o il grafo residuale ha <2m archi
o grafo residuale rappresentato utilizzando la lista delle adiacenze
o froviamo un cammino aumentante in O(m) mediante ricerca depth-first
oppure breadth-first nel grafo residuale.
o Aumenta (£,c,P) ha complessita O(n)
o aggiornamento grafo residuale in O(m)




Esercizio

Si esegua l'algoritmo per il calcolo del flusso massimo sul grafo

Si evidenzino per ogni singolo passo effettuato quale & I'augmenting
path utilizzata, il flusso ed il grafo residuale rispetto al flusso.

Si determini un taglio minimo.

Si argomenti sul perché il flusso ottenuto & massimo analizzando la
sua relazione con tale taglio minimo.




Esercizio

Si esegua |'algoritmo per il calcolo del flusso massimo sul grafo

Si evidenzino per oghi singolo passo effettuato quale & I'augmenting
path utilizzata, il flusso ed il grafo residuale rispetto al flusso.

Si determini un taglio minimo.

Si argomenti sul perché il flusso ottenuto & massimo analizzando la
sua relazione con tale taglio minimo.

(Soluzione per il valore del flusso massimo: 23)




7.3 Choosing Good Augmenting Paths




Ford-Fulkerson: Numero esponenziale di passi

Domanda. L'algoritmo di Ford-Fulkerson & polinomiale nella taglia dell'input?

m,n,elog C

Risposta. No. L'algoritmo pud fare al massimo C iterazioni.
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Scegliere Buoni Cammini Aumentanti

Fare attenzione quando si scelgono i cammini aumentanti.
= Alcune scelte portano ad algoritmi esponenziali.
= Buone scelte portano ad algoritmi polinomiali.
« Se le capacita fossero irrazionali, I'algoritmo potrebbe non terminare!

Obiettivo: scegliere cammini aumentanti in modo tale che:
« Possiamo trovare cammini aumentanti efficientemente.
« Poche iterazioni.

Scegliere cammini aumentanti con: [Edmonds-Karp 1972, Dinitz 1970]
« Massima capacita bottleneck.

. Sufficientemente grande capacita bottleneck.

= Minor numero di archi.




Capacity Scaling

Intuizione. La scelta di cammini con la maggior capacita bottleneck
incrementa il flusso del massimo ammontare possibile.
Non bisogna preoccuparsi di trovare il cammino con esattamente la
massima capacita bottleneck.
Mantenere un parametro di scaling A.
Sia 6 (A) il sottografo del grafo residuale con i soli archi avente
capacita almeno A.
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Capacity Scaling

Scaling-Max-Flow(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) <« 0
A <« piu piccola potenza di 2 che & < max, (... aa s C(€)
G; < grafo residuale

while (A = 1) {
G¢(A) < grafo A-residuale
while (vi & un cammino aumentante P in G, (A)) {
f « aumenta(f, c, P)
aggiorna G;(A)
}
A< A/ 2
}

return f




Capacity Scaling: Correttezza

Assunzione. Tutte le capacita degli archi sono interitrale C= E c(e) .

cescedas
Invariante dei valori interi. Tutti i valori dei flussi e delle capacita
residuali sono interi.

Correttezza. Se |’ algoritmo termina, allora f & un flusso massimo.
Prova.

« Dall’ invariante dei valori interi, quando A= 1 = G4(A) = 6.

« Dopo la fine della fase A = 1, non vi sono cammini aumentanti. =

In realta I'algoritmo  Scaling-Max-Flow & solo una implementazione
dell’ algoritmo di Ford-Fulkerson in cui si fa una scelta guidata dei
cammini aumentanti.




Capacity Scaling: complessita

Scaling-Max-Flow(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) « 0
A <« piu piccola potenza di 2 che é < max, ... 4 s C(€)
G; < grafo residuale
quante volte viene eseguito?
while (A =z 1) {
G;(A) < grafo A-residuale
while (vi & un cammino aumentante P in G;(A)) {
f « aumenta(f, c, P)
aggiorna G;(A)
}
A< A/ 2 quante volte viene eseguito?
}

return f




Capacity Scaling: complessita

Scaling-Max-Flow(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) « 0
A <« piu piccola potenza di 2 che & < max_ ... 4. s C(€)

G; < grafo residuale X i
quante volte viene eseguito?

<1+ [log,C] volte, dove C = E c(e)

ecescedas

while (A = 1) {
G;(A) < grafo A-residuale
while (vi & un cammino aumentante P in G;(A)) {
f < aumenta(f, c, P)
aggiorna G;(A)
}
A< A/ 2 quante volte viene eseguito?
} «2m
return £

numero totale di “aumenti
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}
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} «22m
return f

numero totale di “aumenti
2m(1 + [log, €] ) = O(m log C)




Capacity Scaling: complessita

Scaling-Max-Flow(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) <« 0
A <« piu piccola potenza di 2 che & < max, ... aa s C(€)

G; < grafo residuale . .
quante volte viene eseguito?

=1+ ]log, C] volte, dove C= Y c(e)

cescedas

while (A = 1) {
G;(A) < grafo A-residuale
while (vi & un cammino aumentante P in G.(A)) {
f « acmenta(f, c, P)
aggiorna G;(A)
}
A< A/ 2 quante volte viene eseguito?
} «2m
return £
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Capacity Scaling: complessita

Scaling-Max-Flow(G, s, t, c) {
foreach e EE f(e) « 0
A <« piu piccola potenza di 2 che é < max, ... 4 s C(€)

G; < grafo residuale X
quante volte viene eseguito?

<1+ [log,C] volte, dove C = E c(e)

cescedas

while (A =z 1) {
G;(A) < grafo A-residuale
while (vi & un cammino aumentante P in G;(A)) {
f « aumenta(f, c, P)
aggiorna G;(A)
}
A< A/ 2 quante volte viene eseguito?
} «2m
return f

numero totale di “aumenti” ? complessita tempo
2m(1 + [log, €] ) = O(m log C) O(m? log C)




Capacity Scaling: Complessita

Lemma. Il ciclo while esterno si ripete < 1 + [log, C] volte, dove C = E c(e) .
Prova. Inizialmente A< C. cescedas
Poi, A decresce di un fattore 2 ad ogni iterazione.

Lemma. Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il valore
del flusso massimo & V() < V(f) + m A. —  prova nella prossima slide

Lemma. Ci sono <2m “aumenti” in ogni iterazione del ciclo while esterno.
« Sia f il flusso alla fine del ciclo while esterno precedente.

» Dal Lemma precedente = v(f,o) =< v(f)+m (2A).

« Ogni aumento incrementa v(f) di almeno A. =

Teorema. L’ algoritmo Scaling-Max-Flow calcola un flusso massimo con
2m(1 + [log, €] ) = O(m log C) “aumenti” (ovvero chiamate di aumenta).
Pué essere implementato con una complessita di tempo O(m? log C). =




Capacity Scaling: Complessita

Lemma . Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il
valore del flusso massimo f* & v(f*) < v(f) + m A.
Prova. (quasi identica alla prova del teorema max-flow min-cut)

« Mostriamo che alla fine del ciclo, ¢’ & un taglio (A, B) tale che

cap(A, B) < v(f)+mA.

= Sia A l'insieme dei nodi raggiungibili da s in G¢(A).

« Per la definizione di A, s € A.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t ¢ A.

W) = Y fle- D fe

cescedan eenfrain A

rete originale




Capacity Scaling: Complessita

Lemma . Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il
valore del flusso massimo f* & v(f*) < v(f) + m A.
Prova. (quasi identica alla prova del teorema max-flow min-cut)

« Mostriamo che alla fine del ciclo, ¢’ & un taglio (A, B) tale che

cap(A, B) = v(f)+mA.

=« Sia A l'insieme dei nodi raggiungibili da s in G¢(A).

« Per la definizione di A, s € A.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t¢& A.

W) = X fe- Y fe

cescedaA centrain A

Sia e=(u,v) tale che u€ A e vEB.
Allora c(e) < f(e) + A.

Se fosse c(e) > f(e) + A allora ci sarebbe
un arco (u,v) nel grafo residuale G¢(A) e

quindi v € A. grafo originale




Capacity Scaling: Complessita

Lemma . Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il
valore del flusso massimo f* & v(f*) < v(f) + m A.
Prova. (quasi identica alla prova del teorema max-flow min-cut)

= Mostriamo che alla fine del ciclo, ¢’ & un taglio (A, B) tale che

cap(A, B) = v(f)+mA.

= Sia A l'insieme dei nodi raggiungibili da s in G¢(A).
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« Flusso f non ha cammini aumentanti = t ¢ A.

W) = X fle- D fe)

eescedaA eentrain A

Siae'=(u' V) tale che UeB e v € A.
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Se fosse f(e') 2 A allora ci sarebbe

un arco (v',u') nel grafo residuale G¢(A)

e quindi v' € A, -
grafo originale




Capacity Scaling: Complessita

Lemma . Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il
valore del flusso massimo f* & v(f*) < v(f) + m A.
Prova. (quasi identica alla prova del teorema max-flow min-cut)

= Mostriamo che alla fine del ciclo, ¢’ & un taglio (A, B) tale che

cap(A, B) = v(f) +mA.

« Sia A l'insieme dei nodi raggiungibili da s in 6¢(A).

« Per la definizione di A, s € A.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t¢& A.

v(f) > fe- Y fe©

eescedaA eenfrain A

S @-2- Y A

cescedaA centrainA

Ec(e)— EA— EA
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Capacity Scaling: Complessita

Lemma . Sia f un flusso alla fine di un ciclo while esterno. Allora il
valore del flusso massimo f* & v(f*) < v(f) + m A.
Prova. (quasi identica alla prova del teorema max-flow min-cut)

« Mostriamo che alla fine del ciclo, c'¢ un taglio (A, B) tale che

cap(A, B) < v(f)+mA.

= Sia A l'insieme dei nodi raggiungibili da s in G¢(A).

« Per la definizione di A, s € A.

« Flusso f non ha cammini aumentanti = t ¢ A.

v(f) > fo- Y fe

cescedaA eentrain A

S @@-8n- Y A

cescedaA eentrain A

S o S a- a

cescedaA cescedaA eentrainA

= cap(A,B) - mA .

. z . rafo originale
cap(4. B) = E <) ci sono m archi ¢ g

cesceda



Rete con pitl sorgenti e pozzi

Problema: Vogliamo massimizzare il flusso totale da tutte le sorgenti
a tutte le destinazioni
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Rete con pili sorgenti e pozzi

Problema: Vogliamo massimizzare il flusso totale da tutte le sorgenti
a tutte le destinazioni

Soluzione: Riduciamo il problema al Maximum Flow creando una
supersorgente ed un superpozzo
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7.5 A First Application: The Bipartite
Matching Problem




The Bipartite Matching Problem

Ricorda: Un grafo bipartito & un grafo 6=(V,E)in cui V pud essere
diviso in due parti L ed R in modo tale che ogni arco in E collega un
vertice in L con un vertice in R.

Potrebbe modellare:

Q i vertici in L potrebbero rappresentare
lavoratori ed i vertici in R lavori.

0 gli archi connettono lavoratori a lavori che
possono essere effettuati




Maximum Bipartite Matching

Ricorda: Un grafo bipartito & un grafo 6=(V,E)in cui V pud essere
diviso in due parti L ed R in modo tale che ogni arco in E collega un
vertice in L con un vertice in R.

Potrebbe modellare:

Q ivertici in L potrebbero rappresentare
lavoratori ed i vertici in R lavori.

Q gli archi connettono lavoratori a lavori che

possono essere effettuati

Oppure:

Sam & Mary
Bob @S % Beth
John @

Marc %




Maximum Bipartite Matching

Un matching in G & un sottoinsieme di archi M tale
che ogni nodo compare in al massimo un arco in M.

Un maximum matching & un matching di massima
cardinalitd (massimo numero di archi).

G

maximum
matching

matching
hon massimo




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Il problema del maximum bipartite matching su un grafo 6 si riduce al
problema del max-flow su un grafo G' opportunamente costruito.

La soluzione al problema del max-flow su G' corrisponde ad una soluzione
al problema del maximum bipartite matching su 6.




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Costruzione di G' a partire da 6(V,E):




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Costruzione di G' a partire da 6(V E):
= Aggiungere un vertice sorgente s ed archidasad L
« Rendere diretti tutti gli archi in E: daL ad R
« Aggiungere un vertice pozzo ed archidaRa t
. Assegnare una capacitda 1 a tutti gli archi




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Costruzione di &' a partire da 6(V,E):
« Aggiungere un vertice sorgente s ed archi dasad L
« Rendere diretti tutti gli archi in E: daL ad R
« Aggiungere un vertice pozzo ed archidaRat
« Assegnare una capacita 1 a tutti gli archi




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Corrispondenza di matching in G con flussi in &'
« Per ogni matching di cardinalita |M| c'¢ un flusso di valore v(f)=|M| in '




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Corrispondenza di matching in G con flussi in &'
= Per ogni matching di cardinalita |M| c'é un flusso di valore v(f)=|M| in &'




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Corrispondenza di matching in G con flussi in &'
= Per ogni matching di cardinalita |[M| c'¢ un flusso di valore v(f)=|M| in &'
« Per ogni flusso a valori interi in &' c'¢ un matching in 6 con |M|=v(f)

cioe f(e) & un intero per ogni arco




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Corrispondenza di matching in G con flussi in &'
=« Per ogni matching di cardinalita |M| c'€ un flusso di valore v(f)=|M| in G’
« Per ogni flusso a valori interi in G' c'é un matching in G con |[M|=v(f)

un solo arco uscente con

un solo arco entrante con PN X .
capacita 1 per ogni nodo inR

capacita 1 per ogni nodo in L




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Corrispondenza di matching in G con flussi in &'
« Per ogni matching di cardinalita |M| c'¢ un flusso di valore v(f)=|M| in '
« Per ogni flusso a valori interi in G' ¢'¢ un matching in 6 con |M|=v(f)
=« Nell'algoritmo di Ford-Fulkerson su G: flusso f(e) € {0,1} per ogni arco e




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

I| flusso & massimo. Perché?




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Il flusso & massimo. Perche?
0 nodi raggiungibili da s nel grafo residuale G'; = nodi gialli




Maximum Bipartite Matching e Max-flow

Il flusso & massimo. Perche?

0 nodi raggiungibili da s nel grafo residuale G'; = nodi gialli

0 Capacita taglio (nodi gialli, nodi rossi) in 6 = 4
Gli archi uscenti dal taglio sono segnati con " |"

G’




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Calcolare il Maximum Matching sul grafo bipartito:

-,




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

sorgente
s

La capacitd di ogni arco & c(e)=1




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Grafo residuale dopo i primi 3 cammini aumentanti:

114
Spring 2006




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Grafo residuale dopo i primi 5 cammini aumentanti:

15
Spring 2006




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Il sesto cammino aumentante:
5-D-1-A-3-C-4-t

Spring 2006



Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Grafo residuale dopo i primi 6 cammini aumentanti:

=,

Non ci sono piti cammini aumentanti.
Nodi raggiungibili da s nel grafo residuale = {s}.
Capacita taglio ({s},V-{s})=6.




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Maximum flow:

18
Spring 2006




Maximum Bipartite Matching: Esercizio

Maximum Matching:

19
Spring 2006
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